Espinores desde un Vacio en 5D:
Aplicaciones en el Universo Primordial
y Agujeros Negros

UNIVERSIDAD NACIONAL
de M AR DEL PLATA

Tesis presentada para optar al titulo de Doctor en

Ciencias, Area Fisica, de la Universidad Nacional de Mar
del Plata

Lic. Pablo Alejandro Sanchez

Departamento de Fisica
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Universidad Nacional de Mar del Plata

Diciembre de 2014



Documento maquetado con TEXIS v.1.0+.

Este documento esté preparado para ser imprimido a doble cara.



Fspinores desde un Vacio en 5D:
Aplicaciones en el Universo Primordial
vy Agujeros Negros

Director de tesis
Dr. Mauricio Bellini
IFIMAR/CONICET

Departamento de Fisica
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Universidad Nacional de Mar del Plata

Diciembre de 2014



Copyright (© TEXIS.



A mi madre Carmen,
que siempre me acompana en espiritu,
porque sin ella nada de todo esto hubiera sido posible.






Agradecimientos

Primero que nada deseo agradecer a mi director, el Dr. Mauricio Bellini, por su dedicacién
y entusiasmo. La mayor parte de este trabajo, fue llevado a cabo bajo su atenta direccion.
La experiencia que adquiri a su lado incluye la seleccion de textos y articulos para encaminar
mi trabajo de investigacion, la forma creativa de formular los problemas fisicos en términos
matemaéticos, la preparacién de manuscritos para su posterior publicacién y seguramente mucho
méas que por brevedad estoy omitiendo. Deseo destacar también su generosidad, sin la cual no
habria podido asistir a congresos y escuelas de nivel internacional para completar mi formacion
doctoral.

También tengo un grato recuerdo de las horas de trabajo compartidas con mis companeros
de oficina, que se fueron alternando a medida que concluian sus estudios de doctorado; Dardo
Goyeneche, Matias dell Erba, Matias Reynoso, Jesiis Romero, Mariano Anabitarte y Agustin
Membiela. Debo agradecerles a todos ellos por sus criticas, sugerencias y por las tardes de “café
compartido”.

Y por iltimo, no quiero olvidarme de mi universidad, ya que sin el respaldo de sus becas
todo se me hubiera hecho cuesta arriba.

VII






Indice

|Agradecimientos|

(I Conceptos introductorios|

L. Modelos de condensado de espinores|

[1.1. Notacién y formalismo espinorial: Algebras de Clifford . . . .

(11, Teétradasl. . . ... .. ... oo
(1.1.2. Espinores| . . . .. . .. .. ... ... ... ...
[1.1.3. Comnexidon de espin| . . . . . . . . . ... .. ... ...
[1.1.4. Conexion espinorial y coeficientes de Fock-Ivanenko|. .
(1.1.5. Espinor de curvaturaen 4D| . . . . . .. ... ... ..
[1.2. Acciones generalizadas para espinores libres| . . . . . . . . ..
(I.2.1. Espinores no estandar (NSS)| . . . ... ... ... ..
[I.2.2.  Autoespinores de C (ELKO)[. . . . ... .. ... ...
(1.2.3. Espinores no-estandar invariantes de Lorentz (NSS).| .
[1.2.4. Cosmologia de los campos ELKO en 4D| . . . . . . ..
[1.2.5. Cosmologia de los campos NSS invariantes de Lorentz|

|2. Teorias de Materia Inducida y formulaciéon espinorial en 5D .|

[2.1. Teorias Espacio-Tiempo-Materia (STM).|. . . . . ... ... ... ... ... ...

211 Nuaceodelateorfal. . ... .. ... ... ... ....

[2.1.2.  Algunas cuestiones sobre la foliacion.|. . . . . . .. ... ... ... ..

[2.2. Fundamentos de las teorias STM: El teorema de Campbell-Magaard| . . . . . ..

P21,

El algebra de los embebimientos) . . . . ... ... ..

2.2.2.

El teorema de Campbell-Magaard|. . . . . . . ... ..

[2.3. Dinamica de los campos cuanticos en STM|. . . . . . .. ...

3.1

Incerteza en 4D a partir de determinismo en 5D|. . . .

2.3.2.

El problema de la cuantizacion de la masa) . . . . . . .

2.3.3.

Las ecuaciones de Klein-Gordon y Dirac en 5D| . . . .

13.2. Expansion inflacionaria desde una teoria de Kaluza-Klein no compactal . . . . . .

B2.1.

Teoria cuantica de campos en un vacio aparente en 5D)|

VII

o 1 o O ot W

10
11
14
16
16
18
20

23
24
24
26
26
27
29
31
31
33
34

39
39
40
41
42
43
44
45

IX



X INDICE

[3.2.2. Expansion de “de Sitter” en4D| . . . . . ..o 46

(I’ Neutrinos en agujeros negros| 51

4. Modos cuasi-normales supersimétricos en un agujero negro de Schwarzschild| 53

4.1. Ecuacion de Dirac para un neutrino en un espacio-tiempo estatico y estéricamente |

[ SIMEtricod . . . . 54
|4.2. Ecuaciones de movimiento para qb,(m) | ......................... 55
421, Espinor ¢\ ... 56
4.2.2. Espinor ¢[(J’). .................................. 57

4.3. Neutrinos en un agujero negro de Schwarzschild.| . . . . . . .. ... ... .. .. a7
4.4. Supersimetria de los operadores Hamiltonianos.| . . . . . . . .. .. .. ... ... 58
[4.5. Soluciones aproximadas.| . . . . . . . ... 59
451 Espinor ¢ . 59
452, Espinor ) L 61
[4.5.3.  Soluciones asintoticas para grandes distancias: r — ool . . . . .. ... .. 62
[4.5.4. Frecuencias cuasi-normales y temperatura de Hawking.|. . . . . . . .. .. 62

|4.6. Neutrino en un agujero negro de Schwarzschild en d > 4 dimensiones.|. . . . . . . 62
|4.7. Conclusion del capitulo.| . . . . . . . ... oo 63

|5. Ecuacion de Dirac para neutrinos masivos en un espacio-tiempo de Schwarzschild- |

[_de Sitter desde un vacio en 51 65
[b.1. Ecuacion de Dirac para neutrinos sin masa en un vacioen 5D.|. . . . . . . . . .. 66
[5.1.1. Algebras de Clifford para espinores en 5D.| . . . . . . .. . ... ... ... 66

[>.1.2.  Ecuacion de Dirac para espinoresen d5D.|. . . . .. . ... ... ... ... 67

0.1.3. La masa de los neutrinos desde un vacio en 5D.J . . . . . . . ... ... .. 68

b.2.  Ecuacion de Dirac inducida en 4D para neutrinos masivos en un espacio-tiempo |
........................................... 69
[5.3. Conclusion del capitulol. . . . . . . . . . 70
(III  Espinores en inflacion| 71

6. Ecuacion de Dirac en una métrica de de-Sitter 5D para neutrinos masivos a |

|  partir del formalismo de Materia Inducidal 73
{6.1. Algebras de Clifford en 5D y espinores| . . . . . . . . .. .. ... .. ... .. 74
[6.1.1. Separacion de variables para la ecuacion de Diracen 5D . . . . . . . . .. 75

16.2. Ecuacion de Dirac efectiva en 4D para neutrinos masivos en un espacio-tiempo de |

| de-Sitterl . . . . . . L 77
[6.3. Conclusion del capitulo|. . . . . . . . .. .o 79

7. Emergia oscura primordial desde un condensado de espinores en un vacio en |

| 5D 81
[7.1. Lagrangiana efectiva en un espacio Riemann-planoen 5D[ . . . . . . ... .. .. 82
[r.2. Formulacion tensorial de la ecuacion de movimientol. . . . . . . . . ... ... 83
[7.3. Solucion basada en un mapeo conforme| . . . . . ... ..., 84

[7.3.1. Solucion asintdtica en 4D a partir de la solucion 5D del campo ®,| . . . . 86

[7.3.2. Solucidn asintoética en 4D a partir de la solucion 5D del campo ®_| . . . . 88




INDICE X1

[(.4. FEcuaciones de Einstemn en 4Dl . . . . . . . .. 91
[7.5. Conclusion del capitulol. . . . . . . . . ..o 95
ULV _Conclusiones Generales| 97
[V Apéndices] 101
|A. Tensor energia-impulso| 103
[A.1. Calculode o~ . . . . . . o 104
A.2. Calculode oV, | . . . ... ..o 104
A.3. Derivada funcional (‘;gﬂ—u‘i ................................ 106
(B. Cuantizacion de las frecuencias cuasi-normales| 107
B 1 Tl enco con o — 741 v 7D
B.1. El caso con ki = £+ 1 yFlT O 108
B.2. El caso con ki =+ 1y F2(T). ............................. 109
B.3. El caso con kg = —ly Fl(i). .............................. 109
B.4. El caso con k| = —{ y FQ(U .............................. 109

Bibliog 2 111






Indice de figuras

[>.1. La funcion Y (v)) para diferentes valores de mg: a) mo =1, b) mo =0, ¢) mg = —1, |
d)mo=—2,e)mo=—3and f) mo=—4|. . ... ... ... ... 68
7.1. K,(l;)m(t,Ho_l) (en trazo grueso) y la parte real de K;;,?t(t, Hy') (en trazo fino)
en funciéon del tiempo. Se tomaron 1y = H; =1 v k = 0,5Hy como parametros
de referencia. . . . . . ... 91
[7.2. Esquema para la longitud de onda A. La circunferencia en linea de trazos representa |
el horizonte causal. Las tlechas en la circunferencia interna representan aquella |
parte del campo que ingres6 a la regién causalmente conectada.| . . . . . . . . .. 95

XIII






Parte 1

Conceptos introductorios

Esta primera parte del trabajo de tesis esta dedicada a los conceptos fundamentales que serén
utilizados como herramienta en el desarrollo de modelos para el estudio de objetos compactos
en el universo primordial. Se hara particular énfasis en el uso de las algebras de Clifford como
matemaética de base para el estudio de fermiones como campos de prueba en diferentes situaciones
de aplicacion a nivel relativista.

El Capitulo 1 ofrece un panorama del algebra de espinores en un epacio-tiempo curvo en 4D
en aquellos casos de interés cosmoldgico. También desarrolla a titulo introductorio la aplicacién
cosmolégica de los condensados de espinores, insinuando su posible relacién con el concepto
de energia oscura que actualmente se estd investigando a nivel tedrico y observacional. Es de
destacar que existen muchos resultados que, partiendo de diferentes modelos, concluyen que
cualquier campo que sea candidato para describir energia oscura a nivel primordial y durante
inflaciéon debe tener caracter no-local y satisfacer, al menos a escala astrofisica, invariancia de
Lorentz. Se debe notar que en un universo primordial dominado por la curvatura del espacio-
tiempo, la invariancia de Lorentz no deberia ser necesariamente un prerrequisito (esta cuestion
aun es sujeto de debate).

El Capitulo 2 desarrolla el contexto en el cual llevaremos a cabo el estudio de los modelos
propuestos, a saber, el &mbito de las teorias de materia inducida (STM theories). Se explicaran
algunas nociones sobre los origenes y motivaciones de estas teorias, asi como el niicleo matematico
sobre el cual estan basadas. Luego se revisara uno de los pilares sobre los cuales descansan estas
teorias, el teorema de Campbell-Magaard. Para finalizar el capitulo se explica como funciona
una teoria de campos cuanticos en STM, y se revisaran algunas cuestiones fundamentales que
resultan de la cuantizacién, la reinterpretacién del principio de incertidumbre y el problema de
la cuantizacion de la masa. Se derivan las ecuaciones de Klein-Gordon y Dirac en este contexto.

El Capitulo 3 desarrolla algunos de los modelos de inflacion més testeados. La finalidad de
este capitulo es explicar en qué condiciones cualquier modelo deberia ser consistente con estos
resultados en el limite cosmolédgico. Esto nos permite verificar si el modelo resultante describe
una situacion fisica real. Observaremos que, finalmente, son los datos cosmolégicos y astrofisicos
por un lado, y los experimentos con aceleradores por el otro, las tnicas fuentes disponibles para
validar estos modelos.






Capitulo 1

Modelos de condensado de espinores

En los dltimos anos nuestra comprensiéon del universo ha mejorado notablemente gracias a la
gran precision de las observaciones cosmologicas disponibles. De acuerdo con el Modelo Esténdar
de la Cosmologia, el cual supone a la Relatividad General como la teoria que describe la interac-
cién gravitacional, nuestro universo esta compuesto por un 4,9 % de bariones, 26,8 % de materia
oscura y 68,3 % de energia oscura (Ade et al., 2013). Por otra parte, ademas de estos componen-
tes, tenemos que asumir una época inflacionaria temprana con el fin de explicar el estado actual
de nuestro universo. Aunque este presupuesto nos permite dar cuenta satisfactoriamente de la
mayor parte de los datos cosmoldgicos actuales, tiene que aceptar la existencia de tres compo-
nentes desconocidos: la materia oscura, la energia oscura y el campo inflatéon. Por lo tanto, nos
encontramos con que las predicciones basadas en la Relatividad General, méas el Modelo Estandar
de la fisica de particulas estdn en desacuerdo con las observaciones astrondmicas actuales, no
solo en las escalas cosmolodgicas, sino también en escalas galacticas donde la materia oscura juega
un papel crucial. Esto indica fallas, ya sea en la fisica de particulas o en la relatividad general (o
ambos) y, en particular, podria estar indicando la existencia de nuevas particulas / campos como
candidatos a materia oscura, energia oscura e inflatén que podrian surgir en la fisica de altas
energias (Nojiri y Odintsov, 2003} |Arkani-Hamed et al., |2004; [Bourliot et al.l [2007; Bjeelde et al.|
2008; L1 et al., 2007; |Carroll et al., 2004; |Copeland et al., 2006; [Komatsu et al. |2011}; |[Koivisto
v Mota, 2008a; Mota et al.| 2008} [Sahnil, |2004; Lesgourgues y Pastor], |2006; |Balaguera-Antolinez
et al., |2006; Watanabe, [2009; |Poplawski, 2010)).

Los espinores han jugado un papel muy importante en las mateméticas y la fisica de los
dltimos 80 anos. Ellos teéricamente modelan particulas con espin semientero, como el electréon
en el caso masivo o el neutrino (masivo o sin masa). Por otro lado, la estructura de espin de
las variedades ha jugado un papel importante en las mateméticas modernas, mientras que en la
fisica matemaética esta estructura motivé el programa twistor (Penrose, (1967 {1968, {1969, (1977,
1999; Arkani-Hamed et al., 2010; [Witten| 2004} Ferber, 1978]).

En el marco de la fisica de particulas todos los espinores utilizados son de Dirac, de Weyl
(espinores de Dirac no masivos) o espinores de Majorana. Dichos espinores, simbolizados por
U, obedecen una ecuacion de campo la cual es de primer orden en las derivadas (impetu).
Cosmoloégicamente, esta ecuaciéon de primer orden implica que el valor medio de ® = UW y de
la densidad de energia de un campo espinorial libre evoluciona como la densidad de energia de
un polvo sin presion, o sea que es proporcional a (1 + z)3, donde z es el corrimiento al rojo.
Adicionalmente, la naturaleza de primer orden en la derivada de la ecuacién de campo resulta en
un propagador cuantico G, el cual, para un impetu p muy grande, se comporta como G o p~ .
Esto evita que los términos de autointeraccién perturbativos no puedan ser mas que cuadraticos
en ¥, por ejemplo YW o también @WA“\IJ. El decaimiento de G con el impetu p ademéas hace
que ¥ tenga una dimension de masa igual a 3/2.

Si se pudiera construir una teoria de campos espinoriales donde G oc p~2 (para p grande), se
obtendria una amplia gama de términos de autointeracciéon renormalizables y un comportamiento
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cosmologico, lo que conduciria a un ¥ con dimensién de masa igual a 1. Nos referiremos a esta
clase de espinores como Espinores No Estandar (NSS: Non-Standard Spinors). Esta clase de
espinores se relaciona con la clase no estandar de Wigner (Wigner, (1939). Weinberg demostré
que, bajo la suposicion de invariancia de Lorentz y manteniendo la localidad, la tinica teoria de
campos cudnticos con espin 1/2 es la que describe espinores estandar (Dirac, Weyl, Majorana).
NSS violaria asi ya sea el argumento de localidad o la invariancia de Lorentz, o quizas ambos.
En lo que sigue supondremos que los modelos NSS preservan la invariancia de Lorentz, aunque
no la localidad.

Siguiendo esta linea de razonamiento y con la finalidad de construir un campo cuantico,
Ahluwalia-Khalilova y Grumiller (Ahluwalia-Khalilova y Grumiller, [2005alb) desarrollaron un
modelo NSS usando auto-espinores en el espacio de los impulsos del operador de conjugacion
de carga (ELKO: Eigenspinoren des Ladungs Konjugations Operators). Ellos mostraron que
dichos espinores pertenecen a una clase no estandar de Wigner (Wigner, 1939) y que exhiben
no-localidad. Ademas cumplen (CPT)? = —1, mientras que los espinores de Dirac satisfacen
(CPT)? = 1. En términos mas matematicos, ellos pertenecen a una clase mas amplia de campos
espinoriales, denominados flagpole spinors (da Rocha y Rodrigues, 2006)). Los espinores ELKO
corresponden a la clase 5, de acuerdo a la clasificacion de P. Lounesto basada en covariantes
bilineales, y son similares a los espinores de Majorana (da Rocha y Hoff da Silva, 2010; da Rocha,
y Hoff Da Silvay, 2009; |[Hoff Da Silva y da Rochal 2009). Cuestiones relacionadas con localidad e
invariancia de Lorentz fueron investigadas en (Ahluwalia-Khalilova et al., [2010) con resultados
en la direccion de este trabajo. Causalidad ha sido analizada en este contexto (Fabbri, 2010).
La construccion de espinores tipo ELKO, usando auto-espinores en el espacio de los impulsos,
A(p, h, e), del operador de conjugacion de carga conduce a un campo con doble helicidad. Estos
espinores han sido estudiados recientemente (Bohmer] 2007a,bf [Fabbri, 2010]) al igual que sus
efectos en cosmologia (Bohmer y Motal [2008; Bohmer y Burnett, 2008; Bohmer, [2008; |Gredat
v Shankaranarayanan, 2010} [Bohmer y Burnett], [2010; Shankaranarayanan|, 2009bja; |Bohmer vy
Burnett|, 2009; [Wei, 2011)).

Sin embargo, los espinores ELKO definidos en la forma descrita anteriormente, no son inva-
riantes de Lorentz. Se demostraré, usando el modelo de espinores NSS, donde aparece la violacion
en la invariancia de Lorentz. El analisis original definia la estructura de los campos completa-
mente en términos de la base de espinores en el espacio de los impulsos y no con una accién cuya
minimizacién implicara dicha estructura. El resultado de esto ultimo es que la violacién de la
invariancia de Lorentz queda oculta en la estructura matemaéatica del modelo.

En el caso que trataremos, se comienza con un principio de minima accién para espinores NSS.
Dado que la definiciéon original de espinores ELKO requiere una direccién tipo espacio preferida,
por lo que quedan mal definidos cuando el impetu apunta en esa direccién, se definird una nueva
clase de espinores NSS también basados en autoespinores del operador de conjugacion de carga,
con respecto al grupo de rotaciones SO(3) aunque no resultaran invariantes frente a boosts. Se
puede ver que la construccion de modelos NSS depende de la eleccion de cierto operador p que
satisface (]5)2 = 1, el que actua sobre ¥ extrayendo los estados que de otra manera conducirian
a una densidad Hamiltoniana inconsistente. Se mostrard que existe una tnica eleccion de P
que conduce a un campo espinorial invariante de Lorentz, libre de ghosts y con una dimensién
de masa unitaria, aunque de cardcter no-local. Por supuesto, ademas estamos interesados en el
comportamiento cosmolégico de los modelos NSS y la construccion del tensor energia- impulso
T}, Para espinores ELKO se considerara la contribucion a 7}, que surge de la variacién de la
conexién de espin, que en la mayoria de los casos suele despreciarse.

Resumiendo, en este capitulo introduciremos una clase completa de teorfas de campo basadas
en espinores no estandar. La interaccién dominante es a través del campo gravitacional, el cual
convierte a estos espinores en particulas oscuras (dark spinors). Primero discutiremos ciertos
modelos restringidos por la invariancia de Lorentz, luego analizaremos brevemente algunos casos
més generales que violan dicha invariancia. Una caracteristica de estas teorias es que los campos
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son no-locales, lo que los convierte en candidatos deseables para construir un modelo de con-
densado fermidénico. Construiremos el tensor energia-impulso asociado con dichos campos para
analizar luego las aplicaciones cosmologicas.

1.1. Notacién y formalismo espinorial: Algebras de Clifford

Para desarrollar el formalismo de las algebras de Clifford en un contexto espinorial adoptare-
mos primero ciertas convenciones. Trabajaremos con una signatura (+, —, —, —) e introduciremos
las matrices v en una base de Weyl como sigue (Bohmer et al., 2010)):

0_ 0 Ioxe . (0 —o
(11) Y= < :[]-2><2 0 y V= O'i 0 ’

donde las ¢* son las matrices de Pauli,

(1.2) alz<(1)(1)>,a2:<(; Bi>’03:<(1’_01>'

Definiremos ademas v* = i7%y1v2+3, o sea,

Loxo 0 )
1.3 a_ |
( ) K < 0 _ﬂ2><2
~v¢v%, que proviene de una

Una forma mas general de introducir esta tltima seri v = %5abcd’ya*y
representacion mas general de dichas matrices en un algebra de Clifford v = 5¢%, Cde’yb'ycfyd’ye.

bacad

En fisica usualmente se considera un Algebra de Clifford a aquella generada por las matrices
v, también llamadas matrices de Dirac, las que cumplen con la siguiente propiedad fundamental
(Snygg, (1997):

(1.4) 7Y+ 9" = 20" Laxa.

Las matrices de Dirac fueron introducidas por primera vez por Paul Dirac, cuando estaba
tratando de escribir una ecuaciéon de onda relativista de primer orden para el electron (Dirac,
1928), y obtener al mismo tiempo un isomorfismo explicito del algebra de Clifford al algebra de
las matrices complejas. El resultado se utiliz6 para definir la ecuacién de Dirac e introducir el
operador slash, @ := v?0,. El algebra de Clifford aparece en la teoria cuantica de campos en la
forma de campos de Dirac bilineales.

La teorfa de la Relatividad da una interpretaciéon geométrica del campo gravitacional. Di-
cha geometria es la de las variedades Riemannianas tetradimensionales, equipadas con un tensor
métrico simétrico y una conexién afin libre de torsién y compatible con la métrica. En la for-
mulacion de Einstein-Palatini de la gravedad (Palatini,|1919; Burton y Mann, 1998), equivalente
a la formulacion estandar de Einstein-Hilbert (Hilbert|, 2007)), las ecuaciones de campo surgen
al variar la accion total del campo gravitacional y la materia respecto al tensor métrico y la
conexioén, considerados como variables independientes. Las teorfas de gravedad que incorporan
espinores, usan una tétrada como variable dindmica en vez de la métrica. De acuerdo con es-
to, la variacion respecto de la conexién afin puede ser reemplazada por la variacién respecto
de la conexién de Lorentz. Fock e Ivanenko generalizaron la ecuaciéon de Dirac relativista para
el electron introduciendo la derivada covariante de un espinor en una variedad Riemanniana
(Fock y Iwanenkol, 1929} [Fock, 1929). Para incorporar los espinores en una teoria de la gravedad
métrica-afin, debemos construir una derivada covariante de los espinores para una conexién afin
general.

'En la antigua notacién de teoria de campos los indices corrian a partir de uno y no cero, asi que esta matriz
se representaba usualmente como ¥°. En nuestra actual notacién reservaremos letras latinas mintsculas (a, b, ...)
para la métrica de Minkowski en 4D y letras griegas minuasculas (u, v, ...) para un espacio-tiempo curvo en 4D. En
ambos casos los indices corren de cero a tres. Por simplicidad, suprimimos los indices espinoriales, que deberian
aparecer tanto en los espinores como en las matrices de Dirac.
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1.1.1. Tétradas

Una ecuacion de Dirac covariante requiere que las componentes del espinor sean invariantes
frente a una transfornacion de coordenadas (Poplawski, 2007). Ademas de los sistemas de coorde-
nadas, en cada punto del espacio-tiempo hemos creado cuatro vectores ortogonales (una tétrada)
y el espinor da una representaciéon de las transformaciones de Lorentz que rotan la tétrada. Asi,
cualquier vector V' puede expresarse por sus componentes V# en el sistema de coordenadas o en
la representacién del campo de tétradas de proyeccion V:

(1.5) Ve = 6ZV“, VH =elVe,
donde la tétrada ef es la inversa de eZ:
(1.6) ehel = o, ehel, = ob.

Las componentes del tensor métrico g, estan relacionadas con el tensor métrico de Minkowski
Nab & través de la tétrada:

(1'7) uv = eze?/nab-

Ademas, el determinante g del tensor métrico g,, esta relacionado con el determinante de la
tétrada e por

(1.8) V-g=c¢.

En lo que sigue, usaremos g,,, y su inversa para subir y bajar indices de coordenadas mientras
que 1gp servira para subir y bajar indices de Lorentz. Si cambiamos de una tétrada e a otra &,
la relacion entre ellas se expresara como una combinacion lineal

(1.9) et = Ael,

donde A es la matriz que define a una transformacion de Lorentz. Si aplicamos la relacion ((1.7))
a la tétrada €}, resulta la relacion

(1.10) A A e = Nap-

Si observamos la relacion (1.9) y notamos que det(A) = £1, vemos que podemos considerar a
las matrices A de Lorentz como el grupo de rotacion de las tétradas en relatividad general.
1.1.2. Espinores

Recordando la relacion ((1.4) para las matrices de Dirac, podemos considerar la generalizacion
de las mismas a un espacio-tiempo curvo, a través de v* = e, v*. Con esta relacion, (1.7) y (1.4)
se puede probar la siguiente:

(1.11) f),lhyl’ + ,YV,}//L — 29uu]14><4‘
Sea L la “representacion espinorial” de la rotacion de una tétrada (|1.9), que cumple con
(1.12) 7 = AabL’ybLfl.

Como las matrices 7* son constantes en alguna representacion, la condiciéon ¥* = v nos permite
obtener L como funcién de A?. Usando transformaciones de Lorentz infinitesimales, A% =

0y + €%, donde la antisimetria €%, = —eba se puede obtener a partir de 1) la solucién buscada
es

1 1
(1.13) L =144+ =€0™, L7 = luxs — €0,

2 2
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b

Las matrices 0 son los generadores de la representaciéon espinorial del grupo de Lorentz:

1
(1.14) o = 1 ( anb _ 'yb'y“> .

Definiremos un espinor ¥ como aquella cantidad que frente a una rotacién de la tétrada
transforma (transformacion de Lorentz L en el espacio interno)

(1.15) U =Lv,
mientras que el espinor adjunto ¥ se transforma como
(1.16) U =0L "

El espinor dual U se define de tal forma que la cantidad U sea un escalar en el espacio-
tiempo, y ademéas cumpla con todas las relaciones definidas para W.

Se puede considerar que las matrices v, ademés de poseer un indice Lorentziano "a", tienen
un indice “interno” asociado al espinor y otro asociado al espinor adjunto (que suprimimos por
simplicidad). Dado que la derivada de un espinor no se transforma como espinor: \il# =L,V+
LV , (aparece el término adicional L , ¥ en el segundo miembro ), nos vemos forzados a introducir
la conexion espinorial T',,, tal que cumpla con

- -1 -1
(1.17) r,=Lr,L= +L,L .
Entonces, la derivada covariante de un espinor
(1.18) v, =v,-I,7,

se transforma como espinor, V., = LW, ,.
Ademés, veremos que se cumple la siguiente propiedad para las matrices ~:

(1.19) Vo= — [T,

Para demostrarlo usaremos la siguiente expresion: 3# = Ly*L~!, que proviene de la ecuacion
(1.12). Comenzamos por introducir la magnitud, v*W¥, que como veremos sera un espinor

A = (Ly" L) (LT) = L(y*0).

Ahora, derivaremos este espinor aplicando primero la regla de Leibnitz en el primer miembro, y
luego aplicando la definicion de derivada covariante de un espinor (|1.18)

7%\:[] + ’Ya\:[jl,u = [Pya\p]:p, = (,‘}/a\I/>“u, - F,U’ya\I&
V¥ = Y+, =Ty — (Y, — T, 0),
YWY = (5 =[] .

Si en la ecuacion de la tltima linea consideramos que 79, = 0, resulta la expresion (1.19).

1.1.3. Conexioén de espin

La diferenciacion covariante de los vectores V# y V), en relatividad general se hace respecto
de la conexion afin I'”),,:

(1.20) VE, =VE, + TR VP Vi =V — 17V,

de tal manera que se cumpla (V#W,) = (V#W,) . En una variedad semi-Riemanniana la

W
conexion afin se considera simétrica, I'*,,, = I'*,,,, y compatible con la métrica: g, = 0. Pero,
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en un espacio-tiempo més general estas condiciones no se mantienen. En consecuencia, al subir
y bajar indices de coordenadas no obtendremos conmutacién de la derivada covariante respecto
de T. Definimos entonces la conexién de espin w”y,

(1.21) wh

— et — M H 4
au_ea;u_ea,u+r €

pr-a

Los elementos w“bﬂ = egnbcwp cu se transforman como tensores. Asi, podemos extender la defini-

cion de diferenciacion covariante a cantidades con indices de Lorentz
(1.22) V V=V +wh V0V Ve =V — Wby, Vi,

de tal manera que, como en ([1.20)), se cumpla V, (V*W,) = 0, (V*W,). Supondremos que, en
general, la derivada covariante V distingue indices coordenados y espinoriales, como lo hacen

@

respectivamente “;” y “.”. De la misma forma que hicimos con (1.19)) se puede probar la siguiente:

(1.23) Vir" = whyy’ = [T, -
También podemos escribir la expresion (1.21) usando la notacion V,

(124) vueg = eg,y + Fupueg - wballeg = 0.

Esta ultima define la conexion de Lorentz o conexion de espin wabu

afin, las tétradas y sus derivadas.

en funcion de la conexiéon

1.1.4. Conexioén espinorial y coeficientes de Fock-Ivanenko

Ahora obtendremos la conexion espinorial para una conexion afin general. Primero introdu-
cimos el tensor de no-metricidad, que caracteriza cualquier apartamiento respecto de la conexion
de Levi-Civita:

(125) N,u,up = Guv;p-

Entonces, podemos probar que cuando tenemos en cuenta la no-metricidad en un espacio de
Minkowski se cumplen las relacionesﬂ:

(126) Nabp = vpnaba Nabp = —Vpnab.

Usando estas ultimas se puede demostrar que

1
(127) Wiab)y = _§Nab,u’

donde se puede apreciar que la conexiéon de Lorentz es antisimétrica s6lo para una conexion
afin compatible con la métrica. Otra importante relacién puede obtenerse aplicando V a ambos

miembros de la ecuacion ((1.4) y usando ((1.26))

1
_ b
(128) Vu’ya == —iNabu"}/ .
2
Nabp = 7rcap77¢b - Fcbpnca = Nabp = Nmnpnmannb =
= *Wcapr]cb - wcbpnca = = - (Femp"]cn + Fcnp'r]cm) nmannb =
= vpnabv

_ (chpégnma + Fcnpégnnb) —
_ (wacpncb _’_wbcpnca) _
— 7vp77ab'
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Comenzamos derivando (|1.4)

(V,7%) NN (V/ﬂb) I (V/ﬂb) NN (V%) = 2vu77ab _ _2Nabu
(Vv ¥ + (v“ (WM’) + (VW”) S e (vwa)) = —2N®

=0

Si usamos Py, = 41454 en el primer término del primer miembro, entonces el segundo término
se deberia cancelar, obteniéndose asi ([1.28)). Insertando la expresion que se desea probar en el
término a cancelar, la demostracién se completa por auto-consistencia

(7“ (Vwb> + (Vwb) Yo+ AP (Vw“)) S
1 1
= _iNbcu’ya’yc’Yb - iNbc;fy

1
2

C

1
YW = G NG =
b a.c c.a 1 a be c b
= 5N (V" + 7y )%—chu@n —77)% =
= 2N 3+ 2Ny, = 0,
A continuacién se obtendra una expresion para la conexion espinorial en términos de las

conexiones de espin. Primero multiplicamos ([1.28]) a la izquierda por ~,. Utilizando (1.23) y la
primera de las ecuaciones en ((1.26)), se tiene

1
’Vavurya = *iNabu’Yaryb
a b a _ 1 a. b
WoppYaY _'Yaru'Y +4FM = —5 abp) Y
1
(1.29) Wabp VY = 9l + 4T = =5 (=W autler = Whnea) 77" =

= Wy (v”’y“ + 7“*/’) =

Por otro lado, partiendo de (1.25)) se puede demostrar qu(ﬂ

(1.30) N°, = —2u°,.

Por lo tanto, sustituyendo (|1.30)) en (1.29)), se verifica la siguiente expresion
1

(1.31) wabuvavb — Yo'y +4, = ngCC#.

A partir de esta dltima deseamos obtener I';,. Como ansatz proponemos

1 b
(1.32) Pu = = 1@eur™” = Au,
3
Nab,u =  MNabjuy = — (Weauncb + webunca) 5
Nabp, - - (wcauncb + wcbu5z) i

c c
Ny = 2w,
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que sustituida en ([1.31)), junto con yy*yPy¢ = 4n%® 144, se transforma en
1
YAV — 44, = —§NCC# —w<, =0.

Observando el primer miembro se ve que A, (una cantidad espinorial con indice vectorial),
resultarfa ser multiplo de 14x4. Suponiendo que A, representa algiin campo no gravitacional,
entonces, para espinores en un campo puramente gravitacional podemos tomar A, = 0 . Final-
mente, podemos escribir para una conexioén afin arbitraria

1 1
(1.33) Ly = _Zw[ab}uvaryb = _iwabuaab,

que son conocidos en la relatividad general como coeficientes de Fock-Ivanenko (Fock y Iwanenko),
1929; [Fock, |1929; Hehl y Dattal, 1971} |Lord, [1976; |Aringazin y Mikhailov} 1991)).
1.1.5. Espinor de curvatura en 4D
Partimos del conmutador de las derivadas covariantes del espinor ¥
(1.34) [V, Vu]¥ = 9,V ¥ -T,V,¥-17, V,¥—-09,V,¥V+T,V,¥+T" V,¥=

= 90,0 +T,[,0+9,I,¥ T,V +25, V,0 =
= K,V +25°,V,0,

donde K, = —K,,, se define como
Ky =0T,—-0.0,+[,T.],

y se denomina “espinor de curvatura” o “curvatura espinorial”. Cumple con la siguiente propiedad,
que se puede demostrar usando ((1.17):

Ko = 0,T,—0,0,+ [fy,fy} _
= L0, -0,y + [T, T])L "

De esta ultima, se ve que K, se transforma como las matrices de Dirac, es decir, es un espinor
con un indice espinorial covariante y otro contravariante. El tensor S”,, se denomina “tensor de
torsion de Cartan” y es estdndar en relatividad general cuando se incorpora el espin al formalismo
relativista (Poplawski, [2007))

1
(1.35) Spw - Fp[;u/] ) (Fplw - vau) :
Sabemos que V7" = 0, entonces

(1.36) V0, Vil v = Ry 0" + (K, 7] = 0.

Ouv

Multiplicando ambos miembros del dltimo término por v, obtenemos
(1.37) Rppuut™’ + 1p K’ — 4K, = 0.
El ansatz propuesto como solucién a esta ecuacion es

1
(1.38) K = = R6,u7°7’ + B

4
Sustituyendo (1.38)) en ([1.37) resulta
(1.39) Yo B’ — 4B, = 0.
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Asi, B, es un tensor antisimétrico multiplo de 14x4. Se puede demostrar que estéd relacionado

con A, en (1.32)) a través de
(1.40) B, =0,A, —0,A,+ AL A

En el caso que A, = 0 se obtiene B,, = 0, que se reduce al formalismo de Fock-Ivanenko.
Finalmente podemos expresar la curvatura espinorial en este caso como

1 1
(1.41) K = ZRpQ,uV'Yp'YG = §Rp9,uy0p0.

En lo que sigue haremos uso de las siguientes relaciones
Wz‘l’ = Vuvu (V'V,¥) =
= (V) VLU 444"V, VU = 4"V, V, 0.
=0
Luego
VU = AV, VW 4~V VU =
= (29" =)V VLU + "4V, V0 =
OV + A1V [V, V] 0,

de donde se obtiene
1
(1.42) Y0 = VU + 57 Vi Vi 0.

Expresaremos esta tltima en términos del escalar de Riemann (Carmeli y Malin| 2000; [Hehl
et al., [1976), para lo cual usaremos el hecho que y#~4” = "1 4 o, (1.34), la expresion ((1.41))

y RpOuV = Ruupe
1
(1.43) YO = VU + 5 (9" L+ o) (K +25°,,V,0) =
1
= VAUt oMK Y+ oS, VW =
= VU4 RY+ 5,0V,
donde R = %Ruypga“”ape. En los casos mas comunes la torsion S”,, = 0 por lo que nos queda

(1.44) Y0 = V20U + RU.

1.2. Acciones generalizadas para espinores libres

Comenzamos con un campo espinorial no masivo y libre de interacciones W, en un espacio-
] A 3 a — a — 3 ] 1A
tiempo plano (con tétradas e u = 0%, tal que I'), = 0), que debe satisfacer la ecuacion de
Klein-Gordon:

(1.45) O*¥ =m3 V.

Se pueden definir dos densidades Lagrangianas,

(1.46) £ = | 9

UJ)(IV) - muy,
(1.47) £? = (9,

J
) (OHT) — m2, 00,
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tal que podemos variar la accién respecto de ¥ y U independientemente y ambas ecuaciones
de movimiento difieren al menos en un término de superficie. Esta aparente equivalencia, radica
en la igualdad 9?°¥ = (‘32\11, la cual se pierde al promover la derivada parcial ordinaria a un
espacio curvo tomando 9, — V. Es aqui donde debe elegirse una de las dos densidades para
promoverla. Adn en el espacio de Minkowski, subsiste un problema con ambas acciones. La
ecuacion de campo restringe la evolucién de cada una de las componentes del espinor pero
no impone ninguna relaciéon entre ellas. Definiremos una base ¢y, donde k = 1,2, 3,4 en el espacio
interno, tal que &kd’j =0sik#jy 0y = 0. Supondremos ademas que 8M1/7k =0.

Sin embargo, la invariancia de Lorentz nos impide definir ﬁkwj = Ok;, asi que en su lugar

impondremos 111 = Yaths = 1y 33 = aths = —1. En este caso, las soluciones de estan
dadas por
_ 1 i{(Ept—p-r) T 1 —i(Ept—p-r)
(1.48) V= ;%(P)QEP@ ? Y + kzbk(P)2Ep€ v Vi,
7p ?p

donde ax(p) y bz(p) son funciones del impulso p y E, = \/m?2 + p2. En esta formula Zp =
J d3p, dado que estamos trabajando en el continuo. Introducimos la densidad Hamiltoniana

H = U7 + 7% — LD donde el impulso se define como m = 5?\(; =Uy7= @ = U. En el
%

espacio plano, la densidad Hamiltoniana definida a partir de £ difiere de la basada en £ a
menos de una derivada total, que es irrelevante y puede despreciarse. Entonces tenemos

(1.49) "= [71'7? + VIOV, 4 mZ\TI\II] .
Tomando €; = U, ¥}, uno puede mostrar que

2 2 mQ
o) = [apn=3a > P [ ) + oo e)]
k D p

la cual se transforma en
(1.51) = [ @pu=3 a3 (B) [le)ere) + bt (p)]
k P

Finalmente podemos suponer que aquellas expresiones seran promovidas a operadores y, dado
que nos referimos a particulas con espin 1/2, sabemos que trabajamos con fermiones y asi, con
relaciones de anti-conmutacién candénicas.

(152 = [ @pu=3 a3 (B) [de)ee) - tLo)hu(p)]
k p

Esto produce una densidad Hamiltoniana patolégicamente definida, que no es definida positiva.
Sin embargo, sabemos que si fuéramos a escribir el espinor de Dirac en la ecuacion de Klein-
Gordon, y siguiéramos los mismos pasos obtendriamos una densidad Hamiltoniana consistente.
De esta manera, hay un operador de proyecciéon implicito, el cual remueve las componentes del
espinor que producen una densidad Hamiltoniana inconsistente. Es importante remarcar que
esta no corresponde directamente a la energia ya que la energia esta contenida implicitamente
en la suma. Por lo tanto, conservamos la informaciéon sobre autoestados de energia positivos
y negativos. Supongamos que ag y aL representan operadores de aniquilaciéon y de creacion
respectivamente, entonces aLak #0y bLbk # 0. Si interpretamos WW¥ como la densidad de
energia del campo espinorial con €; = €a = —e3 = —e4 = 1, se deduce que el campo puede tener
una densidad de energia negativa, a menos que haya alguna condicién adicional que requiera
a3 = a4 = 0y by = by = 0 en la definicion de ¥. Ademés, sin tal requerimiento podria ser
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posible tener estados con azak >0y bLbk > 0 pero energia cero. Los estados de energia negativa

(ghosts) conducen a inestabilidades tanto a nivel clasico como a nivel de campos cuanticos. El
requerimiento que az = a4 = 0 y by = by = 0 puede ser visto como una ecuaciéon para la cual ¥
proyecta estados de energia negativos, es decir, tendriamos P¥ = ¥ para un operador P con la
siguiente propiedad:

(153) P (d}keq:ipul‘”) = :Fek;qﬁk;e:':ip”mu,

donde p* = (Ep, pk). Esta forma implica que cuando uno se mueve en el espacio de los impulsos;
P(pH) es una funcion impar de p*. Si uno pretendiera definir espinores usando un P(p#) que
fuera una funcion par de p*, se deberia pedir que ax(p) y bx(p) satisfagan leyes de conmutacion,
y asi obtendriamos campos que obedecen la estadistica de Bose-Einstein. Definimos ahora los
operadores de proyecciéon:

(1.54) Py = % [1+7P],

tal que,
PLPr =Pq, y PP+ =0.
Los modos de energia positivos/negativos corresponden respectivamente a aquellos que obedecen

Pi¥ =V y P_¥ =T por ejemplo

1 i(Ept—pr 1 —i(E, t—p-r
(1.55) Pel = 2> L+ e)ar(p)e &Py + ) (1 — )b} (p)e Bt Py
k.p k,p
. = . I p N
De la misma forma, definimos P, que cumpla [ d*z\/=g7j P x = [d*z\/=g7 P x , donde = es
%

valida a menos de un término de superficie. Ademéas P verifica las mismas relaciones definidas
para P. Ahora podemos introducir

(1.56) U, =P, \T/:t = ‘I/%i
Reescribimos entonces el Hamiltoniano, que con €; = €3 = —e3 = —e4 = 1, se convierte en
1
(1.57) H = 135 [ek(l + e)2al(p)ar(p) — ex(1 — ek)%z(p)bk(p)}
k.p
2 4
= > Baf(p)arp) + Y Epbl(p)be(p).
k=1,p k=3,p

que es ahora definida positiva para cualquier campo espinorial, dado que satisfice la condicion
de proyecciéon (|1.53)).

A continuacién discutiremos un enfoque alternativo para hacer cumplir la condicion de que
solo los modos de energia positivos pueden propagarse, es decir, ¥ = U, y U = \TI+, que
son equivalentes a PV = 0 y TUP_ = 0. Supdngase que tomamos inicialmente la densidad
Lagrangiana como Ly (W, \Tl) Proyectariamos los modos no fisicos agregando un término extra a
la Lagrangiana Ly — Ly + Lp, donde

-

(1.58) Lp = —RP)W+E(P)y,
= —(P)T +B(P)x,

tal que = indica igualdad a menos de una derivada total. Variando la accién con respecto a y
entonces da W_ = W_ = 0, tal como esperabamos. Con Sy = [ d*z\/—gLy, las otras ecuaciones
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de campo que provienen de variar la accién respecto de ¥ y ¥ son:

(1.59) [5{‘1“] —0, [‘58‘1’] =0,
00 ] v |,
5Sy] 5Sy]
(1.60) I ] -

siendo x4+ y X+ grados de libertad indeterminados que no entran en las ecuaciones de campo o
en la acciéon. Podemos integrar los campos x sustituyendo W y W por ¥ y W, en la Lagrangiana

Ly, o sea que Lg(V, V) — Ly(¥,, ¥, ), obteniéndose

(1.61) [55] :[53] —o.
NV A KA

De ([1.53) sabemos que P? = 1, donde = implica que la equivalencia se mantiene merced a la
ecuacion de campo p? = m?2. Si P? es una funcién par de p y P(p) es una funcién impar,

podemos escribir P? = F (%22 — 1) donde F es algtin operador que depende de %22; entonces se
debe cumplir F(0) = 1. Si .7-"(71:1—22 —1) = 1 implica que 7‘;—2 =1, es decirsi P? = F = 72—22, entonces

P = VU implica que la ecuacion de campo p?V¥ = m?¥ vuelve a esta tltima redundante. De
esta manera serfa suficiente tomar la accién total simplemente

(1.62) Ly =Lp.

Esto es justamente lo que ocurre con los campos de Dirac y de Majorana donde los operadores
P son Pp = i¥/m y Py = Ci¥V/m respectivamente. Para el caso de Majorana se requiere que
C¥ = ¥y C? =1, donde ¥ es el espinor de conjugacion de carga. La positividad de la energia
requiere ¥ = m¥ = m¥T40 en el caso de Dirac, y ¥ = m¥C en el caso de Majorana.

1.2.1. Espinores no estandar (NSS)

En el espacio de Minkowski, podemos definir una clase general de espinores libres no estandar
(NSS) que, en el espacio de los impulsos cumplen:

(1.63) p°¥(p) = m*¥(p),
(1.64) P(p")¥(p) = ¥(p),

donde P(p") = —P(—p") y P?(p*) = 1 no implican automaticamente p?> = m?, de tal forma
que las ecuaciones ([1.63]) y (1.64]) resulten independientes; la primera fija la dindmica mientras
que la segunda establece la estructura del espinor. Una forma para el operador podria ser:

(1.65) P(p) =sin(_ 1),

2m

asf P? = sin2(ﬂ7%“pﬂ) y P? = 1 implica que L;Zn“pu = 2n + 1 para n € N. Sin embargo, aunque

esto no implica que p? = m? globalmente, lo requiere al menos localmente. Esto quiere decir que
en el espacio de los impulsos, para p* cerca del subespacio Sp2_,2, la relacion P? = 1 requiere
que p* pertenezca a Sp2_,,2. Por lo tanto la ecuacion (1.63) es de nuevo superflua y debemos
requerir algo mas en la definicién de un campo NSS; para que en alguna regién abierta alrededor
del subespacio Sp2_,,2, se cumpla P2(p) = 1.

Ademas, pretendemos que en nuestra definicién los campos NSS tengan una dimension de
masa canodnica igual a la unidad, como en las teorias escalares. Esta definicion de dimension
de masa, determina la renormalizaciéon de los términos de auto-interacciéon del potencial usando
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argumentos de conteo de potencias. Un campo NSS de dimensién de masa uno podria ser renor-
malizable con un término de auto-interaccion de hasta cuarto orden (UW)2, aparte del término
de masa U,

Por otra parte, P debe ser elegido de tal forma que la acciéon del espinor NSS sea real. Asi,
el espinor dual deberia cumplir con (\f’\Il)T = UVU. Para que el término cinético resulte real debe
ocurrir que %2 = %2, 0 bien V2 = %2. Finalmente, para que el término de proyeccion Lp resulte
real se requiere que P = P.

Resumimos la definicién de NSS como sigue: Un espinor no estindar ¥ se define por medio
de un operador P(p*), que cumple con las siguientes propiedades:

1. P(p*) es una funcion impar: P(pH) = —P(—pH).
2. P? = 1 se cumple para todo espinor (no solamente los que satisfacen la ecuacion p’ = m2),

3. P =P para asegurar que la accién sea real.

La segunda condicién implica que si A — oo, P(Ap*) ~ O(X?). El operador adjunto de P
es g, y podemos definir P+ = (1 :l:ﬁP)/Qﬁ, $i = (1 + %)/2 y UL = PuU, Uy = \Tfﬁ
Los “modos fisicos” son ¥ = ¥, y ¥ = ¥,. Comenzando con una Lagrangiana cualquiera
L(¥, ) podemos proyectar (en el sentido de extraer) los modos no fisicos ya sea agregando
Lp = —X(P_)¥—¥(P _)x o bien reemplazando la Lagrangiana con £(¥, ¥ ). Ambos métodos
dan como resultado las mismas ecuaciones para los campos.

Un espinor no estandar libre de interacciones satisface ¥ = W, es decir ¥ = PV y

(1.66) [(p? —m*)¥] =o0.

En el espacio de Minkowski esta ecuacion para un campo NSS proviene de dos acciones que en un
espacio curvo no son equivalentes. Con la Lagrangiana total tomada como Liyp.e(V, V) + Lp =
Liibre(Vy, W), las dos elecciones para Lipqe son:

(1.67) £V = (Y)Y - m?e,

(1.68) £? = (BUrY,w) - m?i.

Al aplicar minima accién se obtienen respectivamente

(1.69) [WQL n m2\p+L —0, [@ﬁ?ﬂ + m2\if+L —0,
y

(1.70) N T [\L%? + m2\TJ+L —0.

Notamos que si se toma la acciéon para NSS con P(p*) = i¥ /m entonces al integrar sobre x y X
recuperamos la accién para el espinor de Dirac.

Podemos generalizar las acciones para campos libres incluyendo términos de auto-interaccién
reemplazando m¥¥ con V (¥, ¥), de forma que Lg(V, V) + Lp = Ly (P4, P, ) siendo

(1.71) ) = (\TJ%W—V(\TJ,@),
(1.72) £? = @V, - V(T ).

Como vimos previamente, con argumentos de conteo de potencias notamos que un potencial
perturbativamente renormalizable tendra la forma

(1.73) V(U,0) = Vy 4+ m20¥ 4 Z(00)2,
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1.2.2. Autoespinores de C (ELKO)

Segin (Ahluwalia-Khalilova y Grumiller} |2005a,b)) estos espinores, denominados ELKOs (Ei-
genspinoren des Ladungs Konjugations Operators), se pueden construir en el espacio de los im-
pulsos a partir de los autoespinores del operador de conjugaciéon de carga. Se sabe que satisfacen
(CPT)? = —1. El operador de conjugacién de carga A\(p, e, h) cumple

(1.74) CA(p,e,h) = —? X (p,e,h) = eX(p,e,h),
(1.75) H(D) A(p,e,h) = hA(p,e,h),

donde e, h = +1 y el operador dual de helicidad es

N o-p 0 _ A0 ind
(1.76) o) = (7,0 ) ) =t

Asi, el campo ELKO libre puede escribirse como

(177) \II(x) = Zah(p) )\(p, _i_l, h) e*ip,ux”‘ + Z b;(p) )\(p, _1’ h) eipuxﬂ7
p;h p.h

donde p = (E,, pY), E, = /p? + m? y se tienen los espinores de la base

iet(p)
(1.78) A(p, +1,+1) = < + ¢i(§)i(p) >
(1.79) A(p, —1,£1) = ( :Fiei;:f()z)i(p) ) ,

En estos altimos se cumple o - p ¢4 (p) = ¢+ (p) y qb:rl(p)qbb(p) = dqp. Los espinores de la base
estaran relacionados por

(1.80) ¢+(p) = Fe " *®)igy ¢* (p) v ¢+ (p) = FeX* P F(p)o~(p),

para algtn a(p) y B(p), donde F?(p) =1, Ft = F y F(p) = n- 0. Aqui, ii(p) es un versor en
la direcciéon n = p X z mientras que z es un versor en alguna direccion fija en el espacio.

Para completar la definicion de los espinores ELKO se debe encontrar algiin operador P, que
sea impar y tal que P¥ = ¥. Construyendo explicitamente dicho operador

. 0 f-oeila=Baop)
(1.81) Prrko(p';2) = < f-oeila—Bop) 0 ) ’

se puede comprobar que al depender de z y p, Prrko no resulta invariante de Lorentz (Ahluwalia-
Khalilova et al.; 2010). Existe una forma modificada para estos espinores que queda bien definida
para todo valor del impulso y ademés resulta invariante bajo rotaciones, aunque no queda inva-
riante bajo “boosts”.

1.2.3. Espinores no-estandar invariantes de Lorentz (INSS).

Podemos preguntarnos ahora si existe alguna definicién razonable de operador de proyeccion
P(pH) invariante de Lorentz que satisfaga P? = 1 (més alla de la restriccion p? = m?), asf
como las demas condiciones sobre P. Sabemos que dicho operador debe ser no local, ya que se
ha demostrado que los supuestos de localidad e invariancia de Lorentz implican que la tnica
teoria de campos de espin 1/2 es la de espinores de Dirac/Majorana. Trabajando en el espacio de
Minkowski y en la representacién de impulsos, la invariancia de Lorentz implica que no podemos
introducir ningtin marco de referencia preferido para los campos. Eso significa que P puede ser
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construido solo a partir de los operadores covariantes de Lorentz 1, p* k. Ademas sabemos
)
que debe ser una funcién impar y P = P.
Teniendo en cuenta todas las condiciones, la tnica eleccién posible es

(1.82) P = 51+ YPol) + (1~ 7)) Po(p"),
donde
(1.83) Po=p P,

y p = /PFp,. Asi tenemos Pg = 1. Con esta eleccion se cumple U = ¥ y ademas resulta que
75 = 4945170 = —~5 Con esto el operador i7° es auto-dual. Como propiedades complementarias
resultan que ~° anti-conmuta con Py. También se puede mostrar que Py = Py optando por
el signo adecuado de p*p,. Por lo tanto, Py v Py conmutan y 733 = 1. Es facil ver que P,
definido de esta manera, es una funcién impar dado que también lo es Py. Podemos comprobar
explicitamente

(1.84) P2 = %(1 +i7°)Po(1 + in°) Py + %(1 +i7°)Po(1 —iv°)Po
+3(U= ) Po(L+ ) Po + 1(1 — i) Bo(1 — ir) o,
- %(1 +i9°)(1 — i°) [P + B
+i (1+i7°)?PoPo + (1 — i75)27307’0] ;

1 -
= 1+ ii’yS [Py, Po] = 1.

donde hemos hecho uso de las propiedades resultantes de la definicion de P. Dado que ¥ = ¥,
se cumple (\I/\I/)T = WV y la accién resulta real siempre que la condicion P = P sea satisfecha.
Mostramos esto tltimo explicitamente:

(1.85) P = P +i7°) + 3Po(l = i?),
1 - 1
= S(1=iY")Po+ (L +ir")Po =P,

En el espacio de Minkowski y en representaciéon de coordenadas
1 . 5 1 . 5 = o —1
P = 5(1 +iv°)Po + 5(1 —iv°)Po, con Py = —ip 9,

donde p~! = V=02 y 072 es la inversa de 0%; mientras que en un espacio tiempo curv resulta

p =1/ —77_2. Entonces, para un espacio-tiempo general

1 ) 1 ) - . o —
(1.86) P = 5(1 +iv°)Po + 5(1 — i) Po, con Po=—ip 'Y = —i¥p L.
4No es inmediatamente obvio que en un espacio-tiempo curvo la extensién de p~' conmute con Y. Para
probar que esto es asi consideremos autoestados de —iV, es decir fisz(x_“;s) = —iz,(z";s), para algin
z € C y multiplicidad s. Pero p?u.(z#;s) = —2%.(z";s). Tomando z = Re'® elegimos la rama de tal forma
que pY.(zt;s) = —e i 2. (x*;5), donde ¢ = —1 para 0 < © < wye = +1 para —7 < © < 0. Asi, en un

espacio-tiempo general p~'4, (z";s) = ic 2~ "4, (z";5) y, dado que p~' y ¥ tienen los mismos autoestados (por
definicién) entonces conmutan. Por lo tanto, Pot). (z";s) = et (z"; s) donde

—sign(arg(z)) si —w <arg(z) <7
£ =
+1 si arg(z) =0
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. 2
En un espacio tiempo general P conmuta con Y~, pero no con V2. Por lo tanto, la estructura
deseada para la acciéon de un espinor no estdndar invariante de Lorentz, con fuentes arbitrarias

Jyjes

(1.87) Lyss = (BY)(FO) — md 80 — (P_)¥ — (P _)y + JU + 07,

1.2.4. Cosmologia de los campos ELKO en 4D

En esta secciéon construiremos el tensor energia-impulso sobre la base de las acciones vistas
anteriormente sin tener en cuenta términos de interaccién. Necesitamos variar la Lagrangiana con
respecto a la métrica g,,,. En trabajos previos la dependencia de las conexiones respecto de la mé-
trica era despreciada. Vale la pena notar que se podria comenzar con la Lagrangiana efectiva de
un campo escalar que contiene una masa dependiente del pardmetro de Hubble para reproducir
resultados previos. En el Apéndice desarrollaremos explicitamente los calculos que conducen
al tensor energia-impulso para las dos posibles acciones, S\(I,l) y S ) con densidades Lagrangia-
nas EEI,I) +Lpy E,(I?) + Lp, donde EEI,I), Eg) estan dadas por y respectivamente.
Dado que P es ademés un operador no-local, su dependencia en g,, suele ser extremadamente
complicada, por lo que es dificil obtener una expresion para T&,“'. Para ciertas métricas y con
una adecuada eleccién de P, resulta ‘i;s—g = 0 y se puede obtener explicitamente 7%”. Como
dijimos, la presencia de P, que en general tiene una dependencia complicada en la métrica, nos
impide evaluar explicitamente 14" excepto en aquellos casos que [Ly, P] = 0 [ver Apéndice [A] ,
o sea, cuando los términos que dependen de P se pueden eliminar. Asi, podemos enfocarnos en el
caso relativamente simple de un espacio-tiempo FLRW (Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker)
espacialmente plano con elemento de linea

(1.88) ds® = dt* — a*(t)dx>.

En este caso las conexiones de espin son

(1.89) 'y = 0,
L= =240

Volvemos a remarcar que una expresion completa y explicita del tensor T, es dificil de obtener ya
que deberia incluir un término que proviene de la variacién de P. Trabajos previos en cosmologia
de espinores ELKO han eludido este problema estudiando la cosmologia de una teoria definida
por la siguiente acciéon efectiva

(190) Ecosmo - %\Tj%uvqu - V(\quj)a

la cual es equivalente a salvo en la normalizacién del término cinético, que no altera la
fisica de nuestro problema. El término de proyeccion adicional £p no fue tomado en cuenta en
estudios previos de la cosmologia de los ELKOs. Todos los términos que violan la invariancia
de Lorentz se encuentran precisamente en Lp y son responsables de crear los problemas en
derivar una expresion explicita para el tensor de energia-impulso. Analizar un campo NSS sin
estos términos es directo. Formalmente, sin embargo, £p no es opcional ya que se requiere para
extraer los “modos ghosts”, que de otra forma producirian una teoria cuantica inestable.

De los céalculos realizados en el Apéndice y tomando en cuenta la normalizaciéon del
término cinético resulta:
(1.91) T BTEVIT Y Lo + LV,

27 ’

COosSmo

Jhve  — [@%(uprq; + \f;fp(uvlf)\y )

7
2



1.2. Acciones generalizadas para espinores libres 19

El término V,J""? no aparece en estudios previos de estos espinores, al no tener en cuenta la
variacion de la conexién de espin respecto de la métrica.

Definimos ¥ = ¢ donde & es un espinor constante. En este caso podria ocurrir que Eﬁ > 0,
€€ =00 & < 0 con & # 0. Sin embargo, las ultimas dos resultan en soluciones de energia
no-positiva (ghosts), asi que nos concentraremos en la primera. Para esto fijamos la definicion

de ¢ tomando ££ = 1. Notamos que J** = J#)r donde

(57,00 — v, 0]

7 vp a b — ab _ T
T lepe,=7," = 5

R

Es directa la relacién jﬁ b — —jﬂ ba, y al cumplirse l) resulta joab = 0. Redefinimos aqui
r,= i‘wﬂ“bfab de tal forma que f® = %[7“, 7% = 2ig®. Ahora f% = iy047, entonces

2. 2
~ ~ w°a o . . w-a ;i
(1.92) TV =-J"° = e [ﬁ(vomofﬂ + ’YO’YJ’YO%)f] =507

Podemos escribir f/* = eijkai L4y 4 resultando (9% f7F + fik~047) = 2€47545 De aqui obtenemos

2 ‘ , 2,
(1.93) T = L8 % + 50)e] = 15267 Ere.

Asi, las tinicas componentes de J#*? que no se anulan son
2 .

2.
0 _ 400 _ P A i0_  Pagy
J55=T7%= 13 T =—53%"

Definiendo F* = F() —= %ij (#)p podemos encontrar sus componentes no nulas

362
(1.94) Foo = @‘PQ:
; L Gdis. o

Ahora podemos escribir las componentes del tensor energia-impulso

(1.95) % = 1gb2+1/(go2)+—3d2902
2 8a27™ ’
. . (302 1 10 [a
T — v )0 2 2y~ -2 Y22 )
j 5?{8612“) V) =39 T 1w {a@

Definimos implicitamente la densidad de energfa p, y la presién p, del campo por medio de
las componentes diagonales de T", = diag(py, —Py, —Py, —Py), obteniendo

1, 3
(1.96) v = |30 vien] + e

1 3 1. 1
(1.97) Py = [QsOQ - V(cpZ)] - gH - He' = SHpo.

Ahora se puede comprobar facilmente que p, +3H (p, +p,) = 0 implica, como debe ser, que
la ecuacién de campo para ¢ es

3
(1.98) ¢+ 3Hp + 20V (p?) — ZH% =0.
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Sabemos que la ecuacion de Friedmann (sin fuentes de materia) para la densidad del campo
@ es

1
H2:§7TG,0¢ = ng [2¢2+V(¢2)]+WGH2 2,
2 2 2 8 1 .2 2
H* —nmGH*p* = §7TG 3% + V(9| ,
8w G 1
1.99 H> = ———— — |22+ V()]
(1.99) o 39+ V)

Podemos interpretar esta ultima tomando una constante de acoplamiento gravitacional efectiva
Gepp = (ITGG(PQ), la cual pone un limite méximo ¢ < 1/vV7G = 2v2 mpg, donde mpp =

1/v/871G es la masa de Planck reducida. Se trata de un modelo ELKO sin término de proyeccion
aunque el campo es invariante de Lorentz y libre de ghosts.

1.2.5. Cosmologia de los campos NSS invariantes de Lorentz

Desarrollaremos a continuacion la cosmologia de espinores no-estandar invariantes de Lorentz
(NSS), partiendo de la definicién de P, ecuacion .

A su vez, nos concentraremos en la accion dada por la ecuacion , dado que el operador
‘P conmuta con W2. Esta elecciéon de término cinético no introduce ninguna modificacion en la
constante de gravitacion efectiva. La diferencia en este caso es que cuando V’ = m? recuperamos
la formulacién estandar de Dirac para espinores en un espacio general y sin ghosts. En un espacio-

tiempo FRW espacialmente plano se cumplen 1} entonces —yHI', = %7 por lo tanto

(1.100) YU = a2 d(a??0),
(1.101) PU = a—3/27pplan0(a3/2\p)7

donde pplano _ (1 + i,y5)73(1))1an0 + (1 o Z"}/5) _‘(p))lanov é)lano _ *ip_la y p—l — _1(92'

La accion NSS invariante de Lorentz es
1 [ T - T(5D
(1102) Sy = /Fg d'x [TV Y0 V(@) ~ X(P) TP )y
< _ _ _
— / B / dt [Q 3 IQ — a*V(a~3QQ) — X(PP0)0 — Q(%Iﬂam)x} .

donde Q = ¢32¥ y X = a®/?y. Si definimos A = QQ, con ® = a 3A y variamos la accion con
respecto a a, obtenemos

(1.103) 3H? +2H =k [V(2) — V(D) @] .

Bajo el ansatz ¥ = ¥(t), encontramos que P = P, P = P, y PPlro — Py lan 1 as ecuaciones
para los campos §2 y ) son entonces

(1104) Q = Q+, ﬁ == Q+,
y
(1.105) QO+ V(@0 =X, Q+V(@0=X_.

Aqui definimos 6 = Q0 y 0= a=30. Nos quedan entonces las siguientes ecuaciones acopladas:

(1.106) A = 2[5—1/’(@)1\],

(1.107) 6 = —V'(®A.



1.2. Acciones generalizadas para espinores libres 21

Las condiciones para la proyeccién requieren que el campo V¥ tenga la siguiente forma:

eiikt[A_%(w, k)ewt + A_ (w, k)e*wt]
—ikt wt et
32 e " [By(w, k)e”" + B_(w, k)e™"]
(1.108) U, =aqa / Zk;(] e+ikt[c+ (w’ k)e”t +C_ (w, /{:)e*wt] )
w,k> +ikt [Di(w, k)e?t + D_(w, k)e ]

donde A4(0,k) = B4(0,k) = C_(0,k) = D_(0,k) =0y A_(w,0) = B_(w,0) = Cy(w,0) =
D+ (w, 0) =0.

Cuando V'(®) = Vj = Cte., las soluciones a la ecuacion del campo ¥ son del tipo etiVVit,
Usando la forma de ¥ forzada por la condicién de proyeccion ((1.108]), se puede verificar que

(1.109) 0 =|Vg|A y A > 0.

Combinando estas tltimas con la ecuacion (1.107)) tenemos que Vj > 0, lo que implica A = 0. Si
ocurriese que V’ < 0 no habria restricciones adicionales sobre A.
Podemos escribir entonces la ecuaciéon de Friedmann sin fuentes de materia

(1.110) H%:§W+V@ﬂ.
Asi, la densidad de energia pg y la presion pg se pueden escribir como

(1.111) py = 0+V(2),
(1.112) pe = V(@)D -V (D).

Cuando V(®) = m2® = m?¥¥ tendremos ademéis py = 0 y los campos NSS evolucionaran
como polvo, es decir, py oc a=3. Como V' =m? = Cte. y  =| m? | ® < a3, si m? > 0 entonces
pr = 2m2?® o a~3 > 0 mientras que si m? < 0, pw = 0 = py. De esta forma la condicion de
proyeccion nos asegura la positividad de la energia potencial, y de paso py > 0.

Consideremos que se requiere para que existan soluciones tipo de-Sitter donde py = —py, tal
que py # 0. Conviene distinguir entre soluciones triviales donde la densidad efectiva de energia
oscura sea pe, = Vp y no triviales, donde p., > Vj. Todas las soluciones no triviales representan
un “condensado de espinores cosmolégico”’, donde & = $y > 0.

Las ecuaciones dl.llll) y (Il.llQb, nos dicen que la condiciéon py = —pg implica que 0 =
—V'(®)A. Derivando esta relacion y usando la ecuacion nos da V/(®) = Cte. Existen
aqui dos posibilidades; si V" = 0, V(®) = Vp + Vj® y tendremos py = —Vj, es decir py = V)
por lo que la solucién es nuevamente trivial y aparte de la contribuciéon del término constante en
V', la energia del campo NSS se desvanece. El caso con V" # 0, si bien presenta gran interés va
mas alla del espiritu de esta tesis, por lo que se recomienda ver (Bohmer et al., 2010]).







Capitulo 2

Teorias de Materia Inducida y
formulacién espinorial en 5D.

En este capitulo se explican los fundamentos y la base histérica de la teoria llamada Espacio-
Tiempo-Materia (Wesson, 2007, |Wesson y Ponce de Leon, [1992; Wesson, 2006}, |1999)), a partir de
su apariciéon y construccién como un medio de unificacién de la gravedad con otras interacciones
de la naturaleza relacionadas con la versiéon moderna de la Teoria de Kaluza-Klein. En general
las teorias de campo pentadimensionales son particularmente ttiles, como extensién natural del
espacio-tiempo tetradimensional de la gravedad de Einstein, y como limite de baja energia de
teorias en més dimensiones orientadas al estudio de las interacciones entre particulas. Theo-
dor Kaluza (Kaluza, [1921) y Oscar Klein (Klein, |1926alb) encontraron una forma de obtener
una teoria unificada de Relatividad General y electromagnetismo sobre una variedad pseudo-
Riemanniana pentadimensional, a la que dotaron de coordenadas (¢, 7, ). Ambas interacciones
se ven descriptas en la métrica asociada a la variedad pentadimensional. Si bien esta teoria en
su formulacién original es incorrecta la importancia de sus ideas sigue siendo enorme debido a su
naturaleza fundacional en el tema, ya que conforma la primera concepcién de una teoria sobre
5D y aporta una forma préctica de introducir los campos fisicos no asociados a gravedad desde
herramientas puramente geométricas. Desde entonces, son muchos los trabajos que han llegado
a nuestros dias como modificaciones o extensiones a dichas teorias; es asi que esta vertiente ha
dado origen por ejemplo a las Teorias de Cuerdas y de branas que conforman el génesis de las
de Supercuerdas y Supergravedad.

Las teorias modernas difieren de la idea de Kaluza-Klein (KK) en muchos aspectos. Por
ejemplo, suele darse una topologia no-compacta a la quinta coordenada, lo que tiene consecuencias
observables en el comportamiento de la materia en 4D. También se puede tratar de incluir el
comportamiento de los campos de una forma mas sutil que su mera inclusién como parte de
un ente con significado geométrico. Entre las teorias que toman en cuenta estos dos puntos
se encuentra la Teoria Espacio-Tiempo-Materia (STM, por sus siglas en inglés Space-Time-
Matter), que es una de las formulaciones pentadimencionales no-compactas con fundamentos en
el Teorema de Campbell-Magaard (Campbell, [1926; Magaard, |1963; [Dahia y Romero|, 2002alb)).
El teorema de Campbell-Magaard béasicamente nos dice que toda variedad N-dimensional libre de
singularidades puede ser locale isometricamente embebida en una variedad (N + 1)-dimensional
de tipo Einstein. Entendemos por variedad de tipo Einstein aquella cuyo tensor de curvatura
de Ricci se relaciona con el tensor métrico segiin la expresion R, = Ag,,. Es particularmente
interesante el caso A = 0, en que la variedad pentadimensional es Ricci-plana. Inmediatamente
podemos decir que el tensor de Einstein del caso es idénticamente nulo, lo que representa y define
un vacio material. Este es un importante punto de partida que permite que podamos lograr una
descripcion de la materia 4D desde el vacio pentadimensional, y no a partir de cierto estado més
o menos caprichoso y establecido ad hoc. Esto resulta un elemento fundamental de las teorfas de
tipo STM que nos provee de una receta clara y simple a la hora de establecer las caracteristicas

23
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del espacio con dimensiones extra en que definimos un vacio de materia: este debe ser al menos
Ricci-plano. Cabe mencionar, sobre todo como una forma de reconocimiento, que si bien el
primer intento de unificar la Teoria General de la Relatividad y el electromagnetismo a través de
dimensiones extra es de Kaluza, ya en 1914 Gunnar Nordstrom habia abordado el problema de
unificaciéon sobre dimensiones extra en una teoria gravitatoria no tensorial. Nordstrém propuso
trabajar con un penta-potencial vector, donde las primeras cuatro componentes corresponden al
potencial vector electromagnético y la ultima componente al potencial gravitatorio Newtoniano.
El mismo Nordstréom abandoné esta linea al conocer la Teoria General de la Relatividad, pero
de todos modos nos legd la idea germinal de un pentapotencial vector.

2.1. Teorias Espacio-Tiempo-Materia (STM).

Estas teorias fueron desarrolladas por Paul Wesson y Jaime Ponce de Leon (Ponce de Leon),
2001b, 2002)) en la década de 1980, y explican las propiedades de la materia como una conse-
cuencia del vacio geométrico en 5D. A diferencia de las viejas teorias KK todos los coeficientes
métricos dependen de la quinta coordenada no-compacta 1), y pueden entonces definirse adecua-
damente cantidades relacionadas con la materia a partir de ¥ y sus derivadas. El paso de 5D
a 4D se efectiia habitualmente por medio de una foliacion ¢ = ¥y = Cte. La teoria STM es
tratada por Des J. Mc Manus (McManus, 1994) para el caso de una subfamilia particular de
las métricas 4D tipo Friedman-Robertson-Walker (FRW) o intrinsecamente FRW, es decir para
el caso cosmolégico. Utiliza como punto de partida las ecuaciones de Einstein 5D de un vacio
aparente, ®G4p = 0, donde ¢ = 87G = 1 y se propone como objetivo obtener las mismas en
4D, WG ,5 =W T, utilizando la métrica 5D

k _2
(2.1) dS* = —e*Aat* + <1 + 47"2> 2Bd7? 4 20 dy?,

donde A, B, C son coeficientes que dependen de t y v. Ademas, la curvatura espacial toma valores
k = —1,0,+1 para universos abiertos, planos o cerrados respectivamente.
La métrica resultante de la foliacion ¥ = g = C'te. para la hipersuperficie 4D, es

oo\ 2
(2.2) do? = —e?Aat® + <1 + 41"2) Bd?,

Si €24 =1y €28 = a?(t), estamos ante una métrica de FRW. De no ser asi, mediante el cambio
de variables T = [ eAdt, R = i dr _ obtenemos una métrica de FRW a la que corresponde

1+472
e?B = a?(t(1)).

2.1.1. Nucleo de la teoria.

Para desarrollar el aspecto central de las ideas que gobiernan las teorfas STM vamos a tomar
la métrica propuesta por Mc Manus y a plantear las ecuaciones de Einstein de vacio en 5D,
redefiniendo después p y p en funcién de cantidades asociadas a la quinta coordenada 1) y sus
derivadas. En nuestro caso esas cantidades seran el coeficiente C, derivadas temporales de C' y
derivadas respecto de 1. Asi veremos surgir la dindmica de un universo 4D material a partir de
un espacio 5D vacio. Es decir que veremos a la materia siendo inducida por fuentes propias del
vacio pentadimensional.

Para la métrica , con ¢ = 8r(G = 1, las ecuaciones asociadas al tensor de energia-impulso
dado para un fluido perfecto resultan

(2.3) Wa% = 3 [6_2A32 + k:e_zB} =p,

(2.4) WG, = - [e‘“ (2AB _3B2_ 23) B 6_23} —
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de modo que éstas 0 y p satisfacen ([2.3] . y . por ser la métrica intrinsecamente FRW. Ahora
escribiremos ([2.3)) y (2.4)) con fuentes que provienen de la quinta coordenada de un espacio 5D
vacio. De este modo se induce la materia del universo en 4D. Las ecuaciones de Einstein de
vacio para la métrica , considerando los coeficientes A, B, C' como funciones de t y de v, con
k= -1,0,+1 y denotando 3*12 = A’, son

25 ©c = 3 [6*20 (2B? - B'C' + B") — e*QABC} —3 [e*MB2 + ke’ZB} _0,

(2.6) Ol = [e72(A? +24'B' — AC' + A" +3B? —2B'C' +2B") + ¢4
(4C—2BC -2 C)] + 24 (248 - 357 - B) — ke 27| =0,

27) OG0, = 324 (B’ + BB — B’C) -

(28) Ot = 37 (AB - 282~ B) +3¢7% (A'B' + B?) - 2ke 28 =0,

Dada la isotropia del espacio se tiene que, (5)G11 =) G2, =) G33 y ademas se cumple que,
®)go, =0 g0, =) G0, = 0.

Comparando las ecuaciones y vemos que el ultimo término de (5)G00 es justamente
la expresion de la densidad de energia en el universo 4D. Nuevamente, cotejando y
resulta claro que el dltimo término de (5)G11 es la expresion obtenida en el universo 4D para la
presion. Podemos expresar entonces p y p por

(2.9) p = 3| (2B? - BC'+ B') - e BC]|
(2.10) p = —[e29 (A% +24'B' — A'C' + A" + 3B~
—2B'C’ 4 2B") + 7 (AC - 2BC - €2 - O]

Todos los términos en las expresiones de p y p estdn dados en funciéon de la componente
adicional del tensor métrico g44 o de derivadas de elementos del tensor métrico respecto de la
coordenada extra. Asociando un tensor de energia-impulso de vacio (5)Tij = 0 al espacio 5D se
induce entonces una dindmica para el espacio en 4D con un tensor de energia-impulso propio de
un gas perfecto, obteniéndose las expresiones de presion y densidad de energia desde el vacio en
5D. El hecho de que deban cumplirse las condiciones (2.7)) y (2.8]) impone una restriccion sobre
las métricas en que es factible utilizar la condicién de vacio, remltlendonos como resultado a una
subclase de las métricas de FRW.

Un ejemplo particular que sirve para describir el vacio pentadimensional y que satisface las
condiciones y , resultando directamente de sus ecuaciones de Einstein que 9G4 g=0
(Bellini, 2006), es

(211) ¢2 ( )dt2 Q,ZJQ Zfdt\/ (t)/3 d?? de

Esta métrica es Riemann plana y, en este caso la curvatura espacial k es nula. Ademas, se tiene
2A

(2.12) e = %

(213) €2B — w262fdt\/A(t)/3’

(2.14) ¢ = 1

De acuerdo a las ecuaciones (2.9)) y (2.10]), conducen a las siguientes expresiones para p y p sobre
la foliacion ¥ := g

(2.15) p =317
(2.16) p =3,
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Claramente ambas son constantes y responden a una ecuacién de estado

(2.17) p = wp,

en la que w = —1. El caso A = -3 representa el comportamiento tipico de un modelo inflacionario

%o
del tipo de Sitter, con un pardmetro de Hubble H = %, en el que la expansiéon es totalmente
dada por la constante cosmolégica A.

2.1.2. Algunas cuestiones sobre la foliacion.

La foliacién es la herramienta con que vinculamos nuestra variedad pentadimensional con
el espacio-tiempo tetradimensional. Consiste en general en imponer sobre las coordenadas una
relacion del tipo: f(x!,22,...,2™) = 0. La expresion més sencilla de la antedicha relacién es la
llamada foliacién constante que fija algunas de las coordenadas en un valor determinado mediante
una relacion del tipo ' — 2% = 0, donde ! es la i-ésima coordenada y x° es un valor fijo. Una
foliacion que no es constante se dice dinamica. Claramente una foliacién que resulta constante en
determinado sistema de coordenadas, puede ser dindmica en otro sistema y viceversa. Un ejemplo
sencillo e ilustrativo puede darse si pensamos en R? como variedad tridimensional e imponemos
la foliacion 22 + y* + 22 — r = 0. En coordenadas cartesianas obtendremos una nueva variedad
bidimensional: la céscara esférica de radio unidad. En este caso la foliacién resulta dinamica
en coordenadas cartesianas,pero estatica en coordenadas esféricas, en cuyo caso la expresion se
reduce a r —rg = 0. En general podemos abordar de modo un poco diferente la foliacién, esto es
a través de la relacion entre la variedad, que llamaremos M y su espacio tangente. Cada variedad
suave M tiene bien determinado en cada uno de sus puntos un espacio tangente (asociado al
punto correspondiente) que llamaremos 7, M. Este espacio tangente es un espacio vectorial de la
misma dimensién que la variedad, digamos m. Puede verse a la foliacién como la supresion de uno
de los elementos de una base adecuada del espacio tangente en cada punto y la reconstruccion
de la variedad integral a los nuevos espacios tangentes de dimensiéon m — 1.

2.2. Fundamentos de las teorias STM: El teorema de Campbell-
Magaard

La teoria abstracta de los embebimientos data al menos de 1868, con el trabajo original de
Riemann. En la extension a 5D de la Relatividad General, por Kaluza en 1921 y Klein en 1926,
la aplicacion de embebimientos fue implicita. La primera aplicacion explicita de embebimientos
vino con el trabajo de Campbell en 1926 (Campbell, 1926). Las aplicaciones posteriores de
esta herramienta soélo fueron esporadicas. El problema mas general de como embeber cualquier
solucion de la teoria de Einstein en un espacio plano de mayor dimensiéon N, se puede probar que
requiere N > 10. Este resultado se basa en el trabajo de Schlafli, Janet, Cartan y Burstin (Spivak,
1979; Burstin, [1931)). Este altimo muestra la importancia de las ecuaciones de Gauss-Codazzi
como condiciones de integrabilidad para los embebimientos, algo sobre lo que volveremos luego.

Como ya hemos mencionado, fue Campbell quien not6 la importancia del embebimiento de
espacios 4D del tipo usado en Relatividad General, en espacios 5D Ricci-planos. Esto produce las
ecuaciones de campo més béasicas que son relevantes en fisica. El teorema, que fue demostrado més
tarde por Magaard (Magaard, [1963)) acttia como proteccién algebraica para teorias de Relatividad
en més dimensiones.

La posibilidad de que dimensiones méas altas pudieran no ser compactificadas sélo fue to-
mada en serio por la comunidad fisica a partir de los afios 90. La teoria STM data de 1992, y
esencialmente utiliza la dimensién extra no compacta para dar cuenta del origen geométrico de
la materia, como se ha discutido con anterioridad. Teoria de Membranas data de poco tiempo
después, y supone que la dimension extra no compacta es dividida por una hipersuperficie singu-
lar; explicando esto porque las interacciones entre particulas en la brana son mas fuertes que la
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gravedad, la cual se propaga fuera de ella. Mientras que esta ultima teorfa tiene una motivacion
diferente, se sabe que puede establecerse una equivalencia entre ambas, al menos en ciertos casos
(Ponce de Ledn, |2001b, [2004)).

2.2.1. El Algebra de los embebimientos

En esta seccién, vamos a estudiar las propiedades de los espacios de Riemann ND, sin ideas
preconcebidas relativas a la signatura, o si existe una superficie singular [como en teoria de Mem-
branas| o no [como para STM]. El elemento geométrico principal de dicho espacio es el tensor de
Ricci, el cual, por ser simétrico tiene %N (N + 1) componentes independientes. Utilizaremos una
notacién con sombrero para indicar cantidades que viven en el espacio de mayor dimensionalidad,
por ejemplo R AB, para distinguirlo del objeto que vive en el de una dimensién menor R,g. Dado
que numeramos las coordenadas de 0 a n, la dimensién total del espacio es N = n+ 1. Reservare-
mos los indices A = 0,1, 2, 3,4 para la geometria en 5D, mientras que = 0, 1, 2, 3 representaran
la geometria en 4D. Diremos que M es cualquier variedad general, en la cual se incluye la hiper-
superficie ¥, definida por la coordenada extra £. Si ¥, poseyera algunas propiedades especiales
la denotaremos por X, que en 4D representaria nuestro espacio-tiempo. Adoptaremos unidades
geométricas, es decir ¢ = G = 1. La derivada covariante en 5D se representaré por V 4, mientras
que en 4D se reduce al usual punto y coma.

A la variedad (n+1)-dimensional (M, gap) la representaremos con un sistema de coordenadas
x = {z?}, siendo una coordenada tipo tiempo y n tipo espacio o bien, 2 tipo tiempo y (n-1) tipo
espacio, todas ellas tangentes a M. La funcion escalar

6= (x),

define nuestra foliacion en la variedad de més dimensionalidad. Si hay una direccién tipo tiempo
tangente a M, supondremos que el vector n” normal a ¥, sera tipo espacio. Si hubiese dos
direcciones tipo tiempo, el espacio tangente a ¥, contendria una direcciéon tipo tiempo y (n-1)
direcciones tipo espacio. En todos los casos la hipersuperficie ¥, corresponderia a un espacio-
tiempo Lorentziano. El vector normal a 3, est4 dado por

(2.18) na=e® 0al, nng = e.
Aqui e = £1, mientras que el escalar ® que normaliza a n’* se conoce como “funcion de lapso”.
Definimos el tensor de proyecciéon del tensor métrico g4p sobre Y, como

(2.19) hap = gap — enang.
Este tensor es simétrico y ortogonal a n?.
Establecemos un sistema coordenado y = {y“} n-dimensional en cada hipersuperficie ¥;. Asi,
los n vectores de la base resultan
A
A_ Oz A

(2.20) Ca = Hoa nae, =0,
Y

tal que los eé son tangentes por definicién a la hipersuperficie ¥y y ortogonales a n“. Bajo
transformacion de coordenadas en M[¢ : x — Z(x)], e/} se comporta como vector mientras que
bajo transformacion de coordenadas en ¥y[¢) : y — F(y)] se comporta como 1-forma. Sirven
ademas para proyectar objetos de M en ¥. Por ejemplo, se dice que T, = eAT4 es la proyeccion

de T4 en ¥y. La métrica inducida en las hipersuperficies ¥, esta dada por

(2.21) hap = eéeﬁBgAB = eﬁeghAB.
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La inversa cumple h®8 hgy = 0%,. Ambas pueden usarse para subir y bajar indices de tensores
que sean tangentes a Xy, y para cambiar la posiciéon de los indices de la base eé. Esto implica
necesariamente que

A
(222) 6%65 = 50{6
Ahora introducimos la curvatura extrinseca de las hipersuperficies ¥:
1
(2.23) Kaog = eéeg (Vang) = §eﬁe§£nh,43.

Se puede tomar como la derivada de Lie de la métrica inducida en la direccién normal. Queda
claro que K3 es simétrica. Si {y, £} define un sistema de coordenadas alternativo en M queda
claro que

(2.24) dz? = etdy® + ¢1ad.

donde ¢4 = % es el vector tangente a las lineas de y* = C'te. Asi, siempre podemos descomponer
vectores en 5D en la suma de una parte tangente a ¥y y una parte normal a ¥y. Para ¢4 escribimos

(2.25) (A = N + on?.

Esta altima es consistente con el hecho que 49,4 = 1, requerida por las definiciones de ¢4 y de
n?. El vector n-dimensional N® se denomina “vector de desplazamiento”, y describe el cambio
de la coordenada y® al movernos entre las hipersuperficies Y;. Finalmente podemos escribir la
longitud de arco infinitesimal

(2.26) dS? = gapdeidzP
= hap(dy® + N2d0)(dy® + NPde) + c®2de?,
la cual se reduce a ds? = hagdy"‘dyﬁ si d¢ = 0, que es un caso de notable interés fisico. A conti-

nuacién obtendremos las ecuaciones de campo en cada hipersuperficie Yy, siendo las ecuaciones
n+1-dimensionales

(2.27) Rap = A\gas, R

1—n
El término A es la constante cosmologica del espacio n+1-dimensional, que se puede hacer cero
en la mayoria de los casos. En lo que sigue llamaremos espacios de Finstein a las variedades
que satisfacen la ecuaciéon . Comenzaremos con las ecuaciones de Gauss-Codazzi para cada
hipersuperficie ¥,

(2.28) RapepeaefeSef = Raprs +26KasK s,
RMABCnMeéeﬁBeg = QKoz[Bw]'

Estas ecuaciones se combinan con el tensor de Ricci n-+1-dimensional:
) M _N M, N\ D
(2.29) Ruap = (h‘“’eu e, +en™'n ) RiymBN-

Las componentes de este tensor cumplen con un conjunto de condiciones expresadas por las

contracciones de (2.27)):

(2.30) }/%ABeﬁeﬂB = Mhag,
ﬁABeﬁnB = 0,

RABnAnB = e\
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Son %n(n + 1) ecuaciones para el primer miembro, n para el segundo y una relacion escalar para

la ultima. En total %(n + 1)(n + 2) ecuaciones. Introduciendo 1' en |i y usando lb

obtenemos las siguientes relaciones:

(2.31) Rag = Ahopg —¢[Eap + KM (Kpu — Khg,)]
0 = (Kaﬁ . haﬁK) ,
e = E,h".

, . .. o _ 5 M_A, N _B
En estas ecuaciones usamos las siguientes definiciones: K = hoB K.g, Eog = Rypanpn™eine 3

E.3 = Eg,. El tensor de Einstein GP = RS — goB R/2 para una hipersuperficie ¥, esta dado
por

« [6% (6% 1 « 14 ]‘ (6%
(2.32) GP = ¢ (E P+ K uP”5—§h BRH P,W> +)\[1—2(n+5)} hoB,

donde hemos definido la cantidad conservada sobre X,

(2.33) P.s = Kup— hopK,
Py =0,
que tiene tetra divergencia nula.

Este tensor tiene las mismas propiedades algebraicas que el momento conjugado a la métrica
inducida en la formulacion ADM de la Relatividad General (Wald, [1984), aunque no es formal-
mente un momento canoénico en el sentido Hamiltoniano. Aparece en materia inducida (Wesson
y Ponce de Leon, 1992), en particular en el desarrollo de la teoria de membranas (Ponce de Leon,
2001b).

Debemos recordar que la condicién de que el tensor de Einstein en 4D tenga tetra divergencia

nula impone una condiciéon sobre E,g. Usando el segundo miembro de obtenemos
(2.34) By =& (K K" — KK, )
Esta tltima ecuacién podria considerarse como un requerimiento que satisfacen las cantidades
geométricas sobre las hipersuperficies ¥, descritas por , cuando se pide que las cantidades
asociadas con la materia se conserven. Es decir, se muestra que las relaciones son una
formulaciéon geométrica de las ecuaciones de campo para la relatividad en n dimensiones. En
lo que sigue haremos uso de las ecuaciones de campo, donde extraeremos de ellas informacion
fisica, suponiendo que es la hipersuperficie ¥, sobre la que experimentamos los procesos fisicos.
Es posible resolver el primer miembro de para F,g y sustituir el resultado en las restantes
relaciones. El resultado que se obtiene es

(2.35) (n—1A=R+e (K"K, — K?).

Esta ecuacién escalar junto con las n relaciones del segundo miembro de nos dan gene-
ralizaciones n+1-dimensionales de las restricciones al enfoque Hamiltoniano de la relatividad
general. Aunque nosotros estamos interesados en su aplicacion al caso 5D versus la fisica en 4D
(embebimiento), este enfoque es suficientemente general para ser usado en otros casos.

2.2.2. El teorema de Campbell-Magaard

Cualquier variedad n-dimensional puede ser local e isométricamente
embebida en un espacio de Einstein n+1-dimensional.
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Con el algebra establecida en la seccién previa, demostraremos a continuacion el teorema
de Campbell-Magaard utilizando un enfoque heuristico que servird para las aplicaciones fisicas.
En (2.31) tenemos un conjunto de ecuaciones de campo n-dimensionales que son el anédlogo
geométrico de las , que describen la fisica. Las ecuaciones estan definidas sobre cada
hipersuperficie Yy, etiquetada con la coordenada ¢ que, sobre una base fisica, se demostraran
especiales respecto de las otras (y). Los objetos geométricos esenciales, considerados como campos
de espin 2, son

(2-36) haﬁ(y,f), Kaﬁ(yaf)v Eozﬁ(yvg)-

Al ser simétricos, habra %n(n + 1) cantidades dindmicas gobernadas por . Para nues-
tro propoésito, podemos considerar estos componentes como los de un super-vector dinamico
U = Uy, £). Sin embargo las ecuaciones de campo no contienen ninguna derivada de
los tensores respecto de . Esto significa que las componentes W% (y, ¢) deben satisfacer
(2.31)) para todos y cada uno de los valores de ¢. Es decir, las ecuaciones de campo sobre Yy, son
“conservadas” al movernos entre dichas hipersuperficies. Esto significa que en n+1 dimen-
siones son ecuaciones de vinculo en un sentido Hamiltoniano. Mientras que esto es importante
desde el punto de vista formal, significa que las ecuaciones originales no nos dicen nada
acerca de la variacion de ¥ con £. Asi, las ecuaciones de movimiento de ¥¢ variando con /£,
podrian ser obtenidas de un nimero equivalente de formas. Por ejemplo, aislando las derivadas
respecto de £ en la expansion de las identidades de Bianchi V 4G4 = 0; por construccion direc-
ta de las derivadas de Lie de hap vy Kap = hACVCnB con respecto a 04, y mas formalmente,
replanteando la Lagrangiana gravitacional como una Hamiltoniana (con ¢ jugando el papel del
tiempo) para obtener las ecuaciones de movimiento.

La obtencién de 0,¥® es engorrosa y no es indispensable en nuestra discusion, entonces la
omitiremos y volveremos al tema mas importante de los embebimientos. Nuestro objetivo es
encontrar una soluciéon para las ecuaciones 0 tal que una hipersuperficie ¥y en
la foliacion Y, tenga las propiedades geométricas deseables. Por ejemplo, podriamos especificar
completamente la métrica inducida y obtener entonces la geometria intrinseca de ¥g. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que las hipersuperficies de interés se especifican por £ = 0. Para
embeber exitosamente g en M, necesitamos cumplir con dos requerimientos:

(a) Resolver las ecuaciones de vinculo 1) sobre ¥ para U%(y,0), tal que ¥y tenga las
propiedades deseadas (esto usualmente involucra la fisica del problema).

(b) Obtener las soluciones para ¥°(y,¢) en el espacio n+1-dimensional (o sea, para ¢ # 0)
usando las ecuaciones de evolucion 9, ¥ (esto implica principalmente matemaética).

Se requieren ambas condiciones para probar el teorema de Campbell-Magaard, junto con algunas
cuestiones relacionadas. Asi, tenemos que mostrar que @ es posible para elecciones arbitrarias
de hqp en Yo, y ademés mostrar que la solucion ¥® n+1-dimensional obtenida en @ preserva
las ecuaciones de vinculo en Y, # . Este dltimo requerimiento es necesario ya que si se violan
las condiciones de vinculo, las ecuaciones de campo n+1-dimensionales no se realizaran mas que
en Yy (deben verificarse para todo ¥y).

Nos concentraremos en las ecuaciones de campo en n dimensiones para g, y supondremos
que, dado U9 (y,0), el resto de la geometria n-+1-dimensional puede ser generada usando ecuacio-
nes de evolucion que satisfacen las ecuaciones de campo apropiadas para la métrica mas general.
Ahora, el resto de la demostracion del teorema solo involucra un conteo.

Recordemos que el super-vector ¥ tiene un ntimero de componentes dindmicas independien-
tes dado por ng = %n(n + 1). Este se puede comparar con el nimero de ecuaciones de vinculo
sobre Yo, el cual resulta n. = %(n +1)(n+2). Es claro que para n > 2, ng es mas grande que n.,
lo que significa que nuestro sistema de ecuaciones es indeterminado. El ntiimero de pardmetros
libres es ny = ng — ne = (n? —1). Asi, podemos especificar libremente la dependencia funcional
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de las (n? — 1) componentes de U (y,0). O sea, dado que ny es mas grande que el nimero de
componentes independientes de h,g para n > 2, podemos elegir la longitud de arco infinitesimal
sobre Yy de tal forma que corresponda a cualquier variedad Lorentziana n-dimensional, y atn
asi satisfacer las ecuaciones de vinculo. Esto completa la demostracién.

2.3. Dinamica de los campos cuanticos en STM

La Mecéanica Ondulatoria y la Teoria de Campos Cuéanticos dependen de la constante de
Planck, y a través de ella parecen tener cierto nivel de no predecibilidad formalizado en la relacion
de incerteza de Heisenberg. Por otra parte, la Relatividad General depende de la constante de
gravitacion de Newton para medir la intensidad de los campos en los cuales el movimiento de
una particula de prueba puede ser predicha con precision ilimitada. A partir de aqui veremos
como las algebras en 5D afectan la fisica cuantica y clésica, con miras a su reconciliacion.

2.3.1. Incerteza en 4D a partir de determinismo en 5D

El objetivo sera mostrar primero, como a partir de leyes de movimiento (deterministas) en 5D
se genera una dinamica tipo Heisenberg (no determinista) en 4D. Se discutira la posibilidad de
que la masa en 4D esté cuantizada debido a la estructura de la coordenada extra y finalmente se
recuperaran las ecuaciones de Klein-Gordon y Dirac en 4D a partir de las mismas en geodésicas
nulas en 5D.

La métrica candnica que utilizaremos tiene la siguiente forma

7\ 2
(2.37) dSQ—»<L> ds® — di*.
Las coordenadas son z4 = (2%, /) y el intervalo en 5D contiene al correspondiente en 4D definido
por ds® = gaﬁdmadazﬁ , donde [, 8 =0, 1,2, 3 para espacio y tiempo|. Identificaremos la escala L
como el tamano caracteristico del espacio 4D, en el sentido de un espacio con contenido de energia
dado por la constante cosmologica A = % Esta métrica ademés admite una transformacion de

2
coordenadas dada por £ —> LT, resultando as{

L2 A
2 2 2
(2.38) dszﬁm—ﬁw.

Ambas métricas describen la misma fisica pero en términos de diferentes elecciones de z* = /.
Es relevante introducir aqui las siguientes constantes:

Gm
(2.39) lg = R
(2.40) Ilp = i,
mc

que denominaremos gauges |escalas| de Einstein y Planck respectivamente. Se trata de elecciones
convenientes de la coordenada extra, en la medida que representan parametrizaciones de la masa
inercial en reposo m de una particula de prueba que se ajustan a leyes conocidas de la fisica
en 4D. En resumen, representan buenas parametrizaciones para m, puesto que nos permiten
geometrizar la masa en forma consistente con el uso de dimensiones fisicas. Vale la pena observar
que la relacion corresponde al radio de Schwarzschild de la particula de prueba, justificando
el nombre del gauge correspondiente. Para el caso de se ve que se trata de la longitud de
onda de Compton de la particula.

Para nuestro estudio serd conveniente iniciar con la métrica y su gauge asociado ,
usando para esto el tiempo propio s en 4D como pardmetro. La densidad Lagrangiana para



32 CAPITULO 2. Teorias de Materia Inducida y formulacién espinorial en 5D.

esta asociada al penta-impulso dado por

oL 212 dz?
Py = = —59aB— >
d(dxe/ds) 02 ds
§ 2L de
(2.41) p o= Ok

5(de/ds) — 0% ds

Estos definen un escalar que es el analogo al usado en 4D en Mecanica Cuantica:

/ Pyda? = / (Podz® + Pydl)
2L>2 Ldr\?

Este tltimo es cero ya que dS? = 0, y a partir de ([2.38))

s dl l
— ¢ —_— = —
(2.43) ¢ = fyett, =t

donde 7 < 1, es decir que la variacion es lenta. Debemos notar aqui que la particula de prueba
que consideramos tiene energfa finita en 4D, pero energia cero en 5D pues [ Pydz? = 0. La
correspondiente relacion en 4D es [ podz®, y usando las expresiones anteriores junto con ([2.40)

se puede obtener

dzq
(2.44) /padxo‘ = /muad:):a _/mc <x> dz® =
c \ ds

=ds?
h dx,dx® h h L
zodz®  h _hL
a of ds ol ds_j:cf'

Dado que el movimiento es reversible tomaremos el signo positivo por conveniencia. Haremos
que % = n, anticipando una interpretacion fisica que indica que n no sélo es adimensional sino
que ademas podria ser racional. Entonces

(2.45) /mc ds = nh.

Asi, la accion convencional en la fisica de particulas en 4D parece provenir de una geodésica nula
con longitud de arco (2.38) en 5D. La otra cantidad que nos interesa es dp,dx®. Siguiendo un
procedimiento similar y recordando que dz® transforma como tensor pero z® no, resulta

(2.46) dpodz® = mdzradz® + uadmdz®
h deN 1
= — | duadz® — ugdz®— ) =
c<u % — uqdx €>€
b (duadet 1y d?
e \ds ds tds) ¢

El primer término entre paréntesis es cero si la aceleraciéon es cero o el producto escalar con
la velocidad es cero, como en la dindmica 4D convencional. Aun asi, hay una contribucién del
segundo término, el cual proviene del cambio de masa en la particula. Esta contribucién anémala
tiene una magnitud

h

dl
(2.47) — | dpodx® |= —
c

ds

="

ds® hds® b (d0\?
c\t )"’
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donde usamos yn = %. De la tltima se obtiene %” = —% = de, donde K = % es el
numero de onda de la dimensiéon extra. Claramente se trata de una relaciéon tipo Heisenberg y se
puede escribir como
2
(2.48) | dpadx® |= ﬁdi
cn

A medida que la particula se mueve en el espacio-tiempo, al mismo tiempo “siente” L, y
esto se refleja en el comportamiento de su masa y su impulso. Las relaciones y
cuantifican este hecho. Si la particula es vista como una onda, su 4-impulso queda definido por la
longitud de onda de De Broglie y su masa queda definida por la longitud de onda de Compton. La
cuestion entonces es si las ondas se propagan en una topologia abierta o quedan atrapadas en una
topologia cerrada. En el primer caso, la longitud de onda no esté restringida por la geometria,
y las particulas de masa pequena pueden tener grandes longitudes de onda de Compton £ = %
con £ > L yn < 1. En el ultimo caso, la longitud de onda no puede exceder el tamano de
confinamiento de la geometria, y las particulas con masa muy grande tienen pequeiias longitudes
de onda de Compton con £ < L y n > 1. Por la relaciéon el primer caso obedece el principio
de incerteza convencional, mientras que el dltimo caso lo viola. Tentativamente identificamos
el primer caso como la aplicaciéon a particulas “reales” y el dltimo caso como la aplicacién a
particulas “virtuales”.

2.3.2. El problema de la cuantizacién de la masa

A partir de aqui, podemos tomar el enfoque genérico proporcionado por el anélisis dimensional
y ver lo que implica, dados los datos actuales sobre una escala mas pequena o un cuanto de masa.
Entonces podemos comparar el resultado de este enfoque genérico con el resultado especifico que
surge de la relatividad en 5D. Asi, a partir de h, G, ¢ y A podemos dar forma a una masa
microscopica

1/2
(2.49) mp = <h> (g) ~ 2 x 107%yg,
C

y una masa macroscopica

2 1/2
(2.50) mp = (2) (i) ~ 1 x 10%y.

En lo que sigue las dos masas son relevantes para casos cuanticos y gravitacionales, y serin
designados masa de Planck y masa de Einstein respectivamente.

Se puede mencionar que la masa mpp = (he/G)Y? ~ 5 x 107°¢, llamada también masa de
Planck, no involucra A y mezcla h y G, de tal forma que desde el punto de vista de la teoria
de campos multidimensional, surge de una mezcla de gauges y esta patologicamente definida.
Posiblemente, esto explica porque esta masa no se manifiesta en la naturaleza.

La masa es la que corresponde a la parte observable del universo, mientras que la
masa, parece ser la que proviene de perturbaciones cuénticas en un espacio-tiempo con una
pequena curvatura local, medida a partir del valor astrofisico de A (Lineweaver, [1998; (Overduin,
1999; Perlmutter, 2003)), en contraposicion a la inferida a partir de la interaccion de campos
cuénticos (Weinberg, 1980; Padmanabhan, 2003]).

La Relatividad en 5D nos da un medio especifico de anélisis. Existen dos marcos coordenados,
con diferentes identificaciones para la coordenada extra. Estos son £p = Gm/c? y {p = h/mc,
para los gauges de Einstein y Planck respectivamente. Dado que necesitamos distinguir entre los
gauges introducimos

2 4
(2.51) ds? = (L> ds® — (L) daes,
(p (p
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para el gauge de Planck, mientras que

2
(2.52) ds? = <£5> ds? — df3,

es para el gauge de Einstein. Ambos implican diferentes escalas de masa. Para ver donde se
origina la masa microscopica (2.49), tomamos (2.51)) para la geodésica nula y obtenemos

(2.53) /d <€Lp> _ :L/mcds.

Se puede hacer uso de la cuantizaciéon de la accién convencional . Resulta entonces que
L/lp = n entero. Asi, la longitud de onda de Compton no toma cualquier valor, quedando
restringida por la dimensién tipica del espacio-tiempo curvo en el que la particula existe. La
tltima relacion dice finalmente que m = (nh/c)(A/3)Y/2. Para el estado fundamental con n = 1,
hay una masa minima (h/c)(A/3)"/? ~ 2 x 10~%y.

Para ver donde se origina la masa macroscopica , acudimos a la condicion L/{ = n,
que se verifica en el gauge de Planck, para revertir el argumento y deducir la cuantizacion de
la accién a partir de la cuantizacion de la coordenada extra. Esto indica que esta ultima debe
ser una suposicion fundamental. Tomemos L/l = n en el gauge de Einstein, lo que implica
que dlg/ds = 1/n (que se mantiene también en el gauge de Planck). Poniendo todo junto en
la condicion , obtenemos para la masa m = (¢2/nG)(3/A)'/2. Para el estado fundamental
con n = 1, hay un valor méximo de la masa que se corresponde con ([2.50)).

En resumen, del analisis dimensional surgen dos escalas de masa que dependen del valor
de A. Las escalas de masa pueden ser concebidas como una consecuencia de la discretizacion
de la coordenada extra. La escala méas pequena define una masa cuantica de aproximadamente
2 x 107%%¢, que es demasiado pequefia para ser detectada en experimentos convencionales.

2.3.3. Las ecuaciones de Klein-Gordon y Dirac en 5D

En esta seccién revisaremos las ecuaciones de onda en 4D y mostraremos como pueden ser
obtenidas desde 5D (Wesson, 2003). La ecuaciéon de Klein-Gordon relaciona la masa inercial en
reposo m de una particula de espin 0 sobre una meétrica de Mikowski 4D con una funcién de
onda escalar ¢ como sigue

(2.54) 0%¢ + m?¢ = 0.

Aqui [(?¢ = n®89%¢ /022027 y 1a generalizacion a un espacio curvo en 4D dado por g®? es directa
usando la definiciéon de derivada covariante [12¢ = go‘ﬁqug. Definimos p, = (1/i¢)0¢/0x y
¢ = elifpade®] _ clifmds] 1.5 4 velocidades pueden ser convencionalmente normalizadas a
través de u®u, = 1, de donde recuperamos p®p, = m?, o bien

(2.55) E?—p>—m?=0.

Dado que (2.54) y (2.55) en 4D deben ser recuperadas de una situacion bastante diferente en
5D, presentamos aqui las relaciones que se cumpliran en 5D

(2.56) 0?® =0,
(2.57) PAP, =0.

Es decir, se tiene una ecuacién para un campo escalar sin masa en 5D y su respectiva normali-
zacion. Todo esto se hace en el contexto de un “vacio” pentadimensional (Rap = 0).

El embebimiento de la dindmica tetra-dimensional en 5D requiere de la elecciéon de un gauge,
y son tres los que utilizaremos. El gauge de Minkowski es plano en 5D y su geodésica nula esta
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dada por dS? = 0 = dt? — (dz? + dy® + dz?) — df3,, entonces £3; = +s. El gauge de Planck, para
el cual dS? = 0 = (L/lp)?ds®> — (L/0p)*dl%, mientras que £p = Loe™/". Finalmente el gauge
de Einstein con dS? = 0 = (¢g/L)%ds?> — dl2%, y correspondientemente £ = foe*/L. El gauge
de Planck puede obtenerse del de Einstein por medio de la transformacion £ — L?/fp. En el
gauge de Planck L es el tamafno de un pozo de potencial en el cual la particula se mueve. En el
gauge de Einstein L es muy grande y esta relacionado con la constante cosmolégica por medio
de A = 3/L?. Los tres gauges son apropiados para resolver diferentes situaciones. La conexion
entre las “variedades nulas” de Minkowski y Einstein se puede hacer por las relaciones ya vistas
U = byettn/L,

Una funcion de onda ®, extendida de 4D a 5D tiene la forma ® = eli [(pada®+pardian)] o) o]
gauge de Minkowski. En el gauge de Einstein la parte en 4D y la parte en coordenadas extra son
iguales dando [tomamos ¢ = 1]

(2.58) o = eliSmds],

Sin embargo, en esta ultima m = m(s), por lo que la masa debe permanecer dentro del integrando.
Tomando logaritmos y escribiendo dS; para la parte 4D, notamos que para una “longitud de
camino nulo” | dSy |= dlg, se puede escribir

(2.59) In(®) = iL / | dSy |=iLlg.

Para una superposicién de estados resulta
(2.60) In(®®y - ) = iL(l5 4+ (% + ---) = iLeigkal,

Es decir, la funcién de onda para un sistema de particulas resulta en la extension total en la
coordenada extra o la masa total.
Volviendo a la funcion de onda (2.58)), esta satisface (2.56)) de donde

0?® o ds ds . du ds ds ds  .dm ds ds

2.61 T _ ds gt ds ds ds o dm ds ds |
( ) 0x20zh gz daP +oum ds dz® dz® dzP " ds dz® dzP

En esta ecuacion los dos tltimos términos del segundo miembro corresponden a una generalizacion
de la fuerza en la coordenada extra y son ambos imaginarios. Tomando la parte real de (2.61) y
contrayendo indices

0*®
2.62 Y
donde v, = ds/dz®, lo que implica u®*v, = 1. Como las 4-velocidades se normalizan por la
relacion u“u, = 1, entonces v, = u,. Con la definicién ya vista de la d “Alambertiana podemos
escribir

(2.63) O2® 4 m?(s)® = 0.

Esta es igual a la ecuacion de Klein-Gordon convencional pero su interpretacion fisica esta sujeta
a que m = m(s). Finalmente, la Relatividad en un vacio en 5D nos permite inducir una ecuacion
de Klein-Gordon en 4D pero con una masa variable.

La ecuacion de Dirac relaciona la masa m de una particula de espin 1/2 con un campo
bi-espinorial a través de

o

2.64 iy —— —map = 0.
( ) 2 axa w
donde v* son las matrices 4 x 4 que obedecen el algebra y*7? + 4~y = 2p*8. Todo esto es
requerido en 4D pues se debe recuperar esta situacion a partir de una en 5D bastante diferente.
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La principal diferencia es que las cantidades involucradas en el problema en 4D no estan definidas
de forma covariante mientras que en 5D si lo estan. El campo puede ser pensado como una
matriz columna de 4 elementos, pero ni el campo ni las matrices son 4-vectores. Este problema
técnico se puede soslayar comprendiendo que si ¥* es el conjugado de v, entonces la combinacién
Y0y /0z*)y*, por (2.64), debe medir la cantidad escalar real m, que puede identificarse como
una cantidad geométrica en 5D después de elegir alguno de los gauges discutidos.

Un tema relacionado involucra la distincién entre electrones y positrones. En 4D se acostum-
bra considerar los dos elementos superiores de 1 como estados de espin del electrén mientras que
los dos inferiores representan estados de espin del positron. Sin embargo, en 5D tal asignacion
no puede hacerse a priori, y la degeneracion electron /positron es resuelta por la presencia de un
campo electromagnético.

Un altimo problema que requiere algin comentario es el origen del momento angular de espin
de una particula. En 4D es usual anular la componente cero del vector de espin S, refiriendo
el momento angular al centro de masas. Las otras tres componentes estan dadas por u®S, = 0,
que proviene de las propiedades del tensor de momento angular. En 5D aparece una relaciéon
similar pues S4 es tipo-espacio mientras que dz?/dS es tipo-tiempo, asi su producto interno
puede siempre anularse. Sin embargo, S4 no se puede hacer cero con un argumento similar al de
Sp en 4D, debido a que la componente del momento angular en la coordenada extra involucra la
masa de la particula.

Si bien conviene mantener un analogo en 5D de la ecuacién , es de esperar que surjan
ciertas diferencias de interpretacion fisica. Con esto en mente escribimos la relacién de ortogo-
nalidad espin/velocidad

(2.65) US4 = u*Sy +utSy =0
y alternativamente
(2.66) u®S, +w=0

donde S/, = S,/S4 se define en analogia con la teoria de Kaluza-Klein, en donde los potenciales
2
Ao = gaa/g4a. En aquel caso el gauge de Einstein nulo resultaba ser dS? = 0 = i—%dsQ — (dlg +

Andr®)?, que daba w = % ‘1 + éAauo‘ . En nuestro caso L puede ser absorbido dentro del
gauge de Einstein y en el limite de campo débil /g = m y w = m por lo tanto

(2.67) uS, +m=0

Si redefinimos u®S’, en términos de un campo bi-espinorial obtenemos una relacion formalmente
similar a (2.64). Una ruta més directa a la ecuaciéon de Dirac es suponer la existencia de un
campo ¥(x4) en 5D que obedezca

ov ov ov
2. A YE — a T 47" | _ )
(2.68) e A = <7 +7 - ) 0

Aqui las matrices de Dirac se extienden a v4(A = «,4); y 0V/0z* = (d¥/ds)(ds/dz?) =
+(L/0)(d¥/ds) para los gauges de Einstein y Planck. Como vimos L puede ser absorbido y
¢p = 1/m hace que sea formalmente la misma que excepto por v*. Esto no tiene
ninguna razon de ser obvia, pero se puede dar una a través de la identidad de Hoyle-Narlikar

(2.69) (D[ = (T 0) (Tya ¥) — (T, ).

Asi, la ecuacion de Dirac (2.64]) en 4D resulta una consecuencia de las relaciones (2.65)) y (2.68))
en 5D, en los gauges de Einstein y Planck.
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Finalmente, la necesidad de definir las matrices de Dirac en un espacio Lorentziano 5D surge
de manera més natural del algebra de Clifford, donde se verifica la siguiente propiedad

1

A A B.C.D_FE

(2.70) VT g fBCDEY VT

que nos dice que existen 5 vectores linealmente independientes que conforman una base ortogonal

sobre un espacio-tiempo plano y globalmente hiperbélico 5D. En dicho espacio-tiempo es natural
definir el invariante iv294¥ = 0 dado por la ecuacion (2.68)).






Capitulo 3

Introducciéon a los modelos de inflacion

3.1. Dinamica del Inflatéon

Los modelos inflacionarios pueden comprender varios tipos de acoplamiento gravitacional. En
este capitulo soélo consideraremos modelos para un campo escalar minimamente acoplado (Bellini
y Sisternay, (1995} Bellini et al., (1996} (Casini et al., [1999), dado por la densidad Lagrangiana

R 1
(3.1) L(p,0up) = —/—g T6m + igwa;ﬂ O+ V()|

donde R es la curvatura escalar y V() es el potencial asociado al operador de campo ¢(&,t).
Nos restringiremos a enfoques inflacionarios que requieren de una transicién de fase de segundo
orden desde un estado metaestable del vacio, donde el potencial V' (¢) debe ser muy plano. Esto
altimo significa que su derivada segunda respecto del campo debe ser mucho menor que Mf—,
(di};(f) < MI%) Este tipo de potenciales también se utilizan en modelos de inflacién cadtica.
En este caso el campo escalar rueda desde un valor para el cual el potencial es méximo. Como
la inflacién es un proceso clasico, el potencial debe estar por debajo de la escala de Planck.
Esto impone una cota superior para el potencial escalar: V(¢) ~ M;} (donde M, ~ 1,2 x 10
GeV es la masa de Planck). La inflacion finaliza cuando el campo asume valores muy cercanos
al minimo absoluto del potencial escalar. La teoria estdndar del Big Bang se aplica luego del
recalentamiento que sigue a la inflacién. Este es el esquema general del escenario inflacionario

sin considerar los efectos cuénticos. La intencién del enfoque estocastico inflacionario es incluir
estas contribuciones en una teoria clasica efectiva.

Dado que el universo resulta ser muy homogéneo e is6tropo en la escala cosmologica (esto
es, entre 1026 cm. y 10?® cm.), la métrica mas adecuada para describirlo es la de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), para un universo espacialmente plano

(3.2) ds? = —dt* + a*(t)dr?,

donde a es el factor de escala del universo. Las ecuaciones que resultan para el operador de campo
¢ y el parametro de Hubble H = & (ecuacion de Friedmann semiclasica), son

1
(3.3) - ﬁv% +3Hp+V'(p) =0,
47

. 1 =
= 3M2<<p2+ S (Vo) + 2V (p) ),
p

a

(3.4) H?

donde el punto denota la derivada temporal y V'(p) = %. Las ecuaciones 1} y 1} son
operatoriales. Dada la interaccion del campo escalar, no es facil definir un espacio de funciones
sobre el que acttia el operador ¢. Si tal espacio no esta bien definido, las ecuaciones (3.3)) y (3.4))

39



40 CAPITULO 3. Introduccion a los modelos de inflacion

no tienen sentido. Por consistencia con la métrica de FLRW, el valor esperado del campo se
supone sbélo dependiente del tiempo.

Dada la dificultad para resolver las ecuaciones y , trataremos de construir una
teoria semiclasica. Para ello se puede descomponer al operador inflatéon en un campo clasico ¢,
més una correcciéon cuantica descripta por el operador ¢

(3.5) p(x,t) = de(t) + d(x, 1)

Sea |E) un estado cuantico arbitrario tal que (E|p|E) = ¢.(t) es la solucion de las ecuaciones
de Einstein respecto de la métrica de fondo (3.2)). Por consistencia, requeriremos que (E|¢|E) =
(E|$|E) = 0. Aunque el estado cuantico de ¢ no es el vacio, acttia como vacio de la componente
cuéntica ¢. De este modo, substituyendo (3.5)) en la ecuacién , se pueden escribir un par de
ecuaciones para cada una de las componentes ¢. y ¢. Comenzaremos tratando la dindmica del
campo ¢@.

3.1.1. Dinamica clasica del inflaton

En el marco de la aproximacion semiclésica supondremos que ¢, cumple con la ecuacién de
movimiento

(3.6) G +3Hoo+V'(¢) =0 .

Derivando respecto del tiempo en la ecuacion (3.4) se puede caracterizar la dindamica clasica del
parametro de Hubble y la del inflaton

: M2
3.7 e =——LH,
( ) ¢ 47T c
. : M
: H,=Hlp. = ——L(H])> .
(3:8) c® 1 (He)

Reemplazando estas expresiones en la ecuacion (3.4]) se obtiene la ecuaciéon que relaciona el
potencial escalar clasico con el parametro de Hubble

3Mz? 2 Mzg N2

(39) V(¢C) - {7 <Hc - m(Hc)
Las ecuaciones y definen la evolucién clésica del espacio tiempo, determinando la
relacion entre el potencial clasico y el régimen inflacionario. Durante la era inflacionaria el factor
de escala satisface la condicién d > 0 y crece rdpidamente. Obsérvese que el H, es negativo, lo
cual implica que H, disminuye con el tiempo.

La escala temporal caracteristica para el campo inflatén puede definirse por 74 = ¢, q'ﬁgl, y
su relacion con el parametro de Hubble esta dada por:

=P
TH ¢c 3 MP ¢c

donde p ~ V(¢.) es la densidad de energia durante el periodo inflacionario, dado que ¢2 /2 <
V(¢c). El ntimero de desdoblamientos exponenciales en un lapso 0t esta dado por:

o0+ be 5
(3.10) N, = t+td£H(f):/ dé, V9.
o

to 0 c
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3.1.2.

Rodadura lenta del campo clasico

Bajo la condicion de rodadura lenta ¢. es despreciable frente a los otros dos términos en la
ecuaciéon |) Esto significa que el tiempo caracteristico de variacién de ¢. es mayor que el de
la expansion del universo (74 > 7y = H~1). Luego, su ecuaciéon de movimiento resulta

V'(¢e)

11 he ~ —
(3.11) o — L)
y la ecuacion (3.9) queda:
872
(3.12) H? ~ ——V(¢).
3M2

La version més simple es la de un campo escalar masivo no interactuante con potencial efectivo
V.= %mz 2 con m como la masa del campo escalar ¢. (m < 1). Si inicialmente el campo escalar
arranca desde el valor maximo (¢.),, siendo ¢, suficientemente grande (¢, > 1), entonces se puede
mostrar que las funciones ¢.(t) y a(t) rapidamente se aproximan al régimen asintotico:

o mMp
(3'13) ¢c(t) - ((bc)o - th
(3.14) a(t) = age2m[(¢e)s—20]/M}.

De acuerdo con las ecuaciones (3,13)) y (3,14), durante el tiempo ¢./Mp, el cambio del campo ¢,
es pequeno. El potencial efectivo varia muy suavemente y el universo se expande cuasi exponen-
cialmente

(3.15) a(t + At) = a(t) efle?t,

donde At < ¢./Mp. Para este modelo se tiene un pardmetro de Hubble:

(3.16) H. = 2\/§Mp e

Obsérvese que si ¢, > Mp, entonces: 74 > H_ 1.

La expansion inflacionaria del universo finaliza cerca del minimo de potencial, esto es, cuando
e >~ (¢¢)e. Luego el campo empieza a oscilar alrededor de su minimo de potencial e ingresa en lo
que se llama era de recalentamiento. De acuerdo con esta teoria (Kofman et al., |1994), hay tres
etapas diferentes. Durante la primera el campo escalar clasico comienza a oscilar, y decae en bosones
masivos debido al fenémeno de resonancia paramétrica. En muchos casos la banda de resonancia es
muy ancha y el proceso ocurre extremadamente rapido. Este estado se denomina precalentamiento.
Los bosones producidos en este periodo estan lejos del equilibrio térmico y tienen nimeros de
ocupacion muy grandes. El segundo periodo consiste en el decaimiento de las particulas previamente
producidas, luego de lo cual éstas se termalizan con una temperatura 7, (tercera etapa). En el
ejemplo considerado aqui se tiene (¢¢). ~ 0,2Mp. Cuando ¢. < (¢.). el campo escalar (bc oscila
rapidamente, y si interactia con otro campo de materia, su energia potencial V(¢.) ~ (;’ F se
transforma en energia térmica. La temperatura asociada T} puede ser del orden de m'/? o menor.
Ademaés, T, no depende del valor inicial del campo, (¢.),, pero si del factor de escala a(t). Este
crece e2™(#)5/Mp veces durante la inflacion y el argumento N, = 27(¢)2/M3 se le conoce como
niamero de desdoblamientos exponenciales [ver ecuacion ]

El resultado anteriormente obtenido se puede generalizar para modelos con potenciales efectivos
V(¢.) mas complicados. Por ejemplo, para teorias con V(¢.) = )‘qb se tiene:

(3.17) ¢47” (t) = (¢c)o \/ Mp t, para n # 4,

y

(3.18) 6o(t) = (60)oe VTN, paran—a.
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Para un n cualquiera el factor de escala es
(3.19) a(t) = a, e[%((‘ﬁc)z—(%)z(ﬂ)]/M}%_

El periodo inflacionario finaliza cuando:
nMp
4431

Para que se cumplan las condiciones de rodadura lenta, deben satisfacerse las siguientes condi-
ciones:

(3.20) (fc)e

2 (H)\?
2 H//
3.22 Y o= === 1,

donde K = \z/wif (Copeland et al., [1993)). La inflacion termina cuando el factor de escala deja de
acelerarse (@ ~ 0). Ademas, ©(¢.) = 1, cuando el campo asume el valor ¢. = (¢P¢)e.
Finalmente, bajo la condicién de rodadura lenta, v y N, pueden aproximarse a las expresiones:

8120 V(o)

M,% V/(e)’

87 V()
Ne~ =m0 s TRy

La solucién para el problema del horizonte (Ver cita) requiere que N, > 60 y por lo tanto:
Td > TH-

3.1.3. Dinamica de las fluctuaciones cuanticas

Durante el periodo inflacionario las fluctuaciones cuénticas son muy importantes y las inho-
mogeneidades espaciales a escalas mucho mayores a las del horizonte no pueden ser despreciadas.
Estas constituyen el germen para la posterior formacion de estructura en el universo, luego de
terminada la inflacién. Asi como el campo clésico ¢. provoca la expansion del universo, la com-
ponente cuantica ¢ nos da la semilla para la posterior formacién de estructuras, provenientes de
las fluctuaciones en la densidad de energia del vacio metaestable.

La evolucion del operador cuéantico ¢ [ver ecuacion ] esta dada por

.1 . 1 "
(3.23) ¢ — a—2v2¢ +3Hdp+ ) aV( ()" =0 .

Por definicion, el valor medio de ¢ es nulo ((E|¢|E) = (¢) = 0), y el valor de espectacion del
campo cuantico ¢ estd dado por su componente clasica ((E|p|E) = ¢.). Ademds, requeriremos
(E|§|E) = 0. Si efectuamos la aproximacion lineal (n = 1) en 13.23)), es posible substituir H por
H,, y se obtiene

(3.24) b %v% +3H.)+ V" (6)6 =0 .

Debido a que la ecuacion ([3.24) es lineal, un acoplamiento no minimo s6lo cambiara la evolucion
temporal de la masa efectiva V" (¢,.) y por lo tanto la dinamica de la componente clésica.
Por otro lado el parametro de Hubble puede expandirse en el entorno de H,

(3.25) H=H.|1+ ﬁ <¢2 — (Vo) + Z V ) ()™ >] ;
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donde el pardmetro clasico de Hubble H,, es:

47
2 H? =

|62 +2V(90)] -

En el esquema inflacionario, la componente ¢. provoca la expansiéon del universo, y es por ello
que se la llama campo inflaton. En cambio, las fluctuaciones cuénticas ¢ (espacialmente inhomo-
géneas), generan las fluctuaciones de densidad de energia.

3.1.4. Redefiniciéon de las fluctuaciones cuanticas

El estudio de la componente cuantica se simplifica haciendo la transformacion ¢ = x(t) e=5 Jdt H)
en (3.24]). La ecuacién de movimiento que resulta para el campo x es:

1 k3

. 2 o
(3.27) X~ ?V X — ?X =0,

donde k2 = a? (%H 2+ %H 24 ) Esta es una ecuacion de Klein - Gordon en un espacio tiempo

globalmente plano, is6tropo y homogéneo y x puede interpretarse como un campo escalar libre
con un parametro de masa u(t) = %0, dependiente del tiempo. Se puede hacer una expansion de

Fourier del campo x en términos de los modos §k(t)e“2"?:

1 ik * —ik.7
7 [ 4k [+ algime ],

(3.28) x(7t) = ()2

donde los operadores de aniquilaciéon (ay) y creacion (a};) satisfacen las reglas de conmutacion

para bosones:
(3.29) lag,al,] =0 (k= k) 5 [ag,ap] = [al,al,] =0,

mientras que los modos & satisfacen la ecuacion de movimiento

(3.30) &k +wike = 0,

tal que el cuadrado de la frecuencia wy asociada a cada modo con numero de onda k es w,% =
a2 (k2 — kg) Aquellos modos cuyo nimero de onda k sea menor que kg, tendran frecuencia
imaginaria y por lo tanto seran inestables. FEsto implica un crecimiento exponencial de los modos,
en particular con respecto al horizonte. Estos modos estan asociados a longitudes de onda larga
y cumplen con la condicién

9 3. 1/2
(3.31) k<a 1H2 + o H - 174 ,
para §H%+3H — V! > 0. La funcion ko(t) es el nimero de onda que delimita el sector infrarrojo
inestable del sector asociado a longitudes de onda corta. Como ky aumenta con el tiempo, algunos
modos que en un principio estaban en el sector de onda corta pasaran al sector de onda larga. Para
que la teoria sea consistente, y y x deben cumplir con las relaciones canénicas de conmutaciéon

(3.32) [ 8), %07, )] = 6@ (7 = 7).
Para ello debe satisfacerse la siguiente relacion de consistencia entre los modos:
(3.33) E(B)E() — (D& (1) = i

Esta ecuacion nos permite renormalizar los modos de acuerdo con la ecuacion (3.32)). Hasta
aqui hemos definido una teoria cuantica de un campo escalar autointeractuante, minimamente
acoplado con una métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker en 4D.
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3.2. Expansion inflacionaria desde una teoria de Kaluza-Klein no
compacta

Las dos versiones actuales para una teorfa de gravedad en 5D son Teoria de Membranas
(Arkani-Hamed et al., 1998} |Antoniadis et al., [1998; [Youm, [2000; Maartens, 2000; Chamblin)
2001; |Wesson et al., |1999; Ponce de Leon, 2001a; Randall y Sundrum, |1999) y Materia Inducida
(Overduin y Wesson, 1997) (ver Capitulo . En la primera la gravedad se propaga libremente en
el espacio pentadimensional mientras que las interacciones entre las particulas quedan confinadas
en una hipersuperficie (la “brana”). Materia Inducida, en su forma mas simple, es una teoria
de Kaluza-Klein en la cual la dimensién extra no estd compactificada y las ecuaciones de la
Relatividad General en 4D se obtienen del hecho que la variedad 5D es Ricci-plana. De esta
manera el universo 4D esta embebido en una variedad 5D Ricci-plana y asi, la dimensién extra
es responsable de la apariciéon de fuentes en 4D. Un resultado interesante que aparece en Materia
Inducida es que si ds? = g, (x)dz#dz” es la métrica 4D general, la métrica dS? = (1 /4po)? ds® —
d? en 5D corresponde a una variedad Ricci-plana (Mashhoon et al., 1994} Mashhoon y Wesson,
2004).

En las dltimas dos décadas el paradigma inflacionario se ha convertido en un escenario uni-
versalmente aceptado, dado que explica la planaridad y homogeneidad observadas en el universo
a gran escala (Lyth y Riotto, 1999)). En particular, el enfoque estocéstico en inflacion ha sido
ampliamente desarrollado en los ultimos anos (Habib, [1992; Mijic, (1994} |Copeland et al., 1993;
Liguori et al., 2004). En el tratamiento moderno de inflaciéon uno realiza una expansiéon pertur-
bativa del potencial asociado al campo escalar en términos de fluctuaciones cuanticas del campo
inflatén. Luego se obtiene una solucién a primer orden para la ecuacién de movimiento que corres-
ponde a dichas fluctuaciones (Bellini et al.,[1996). Si bien la aproximacion resulta buena durante
inflacion a escalas cosmologicas, estos resultados podrian mejorarse significativamente usando
calculos no perturbativos para el campo inflaton. Se sabe, sin embargo, que esto es imposible en
un formalismo de teoria de campos cuanticos en 4D.

La idea aqui es desarrollar una teoria de campos cuanticos no perturbativa en 5D, desde
un estado de vacio aparente definido a partir de una densidad Lagrangiana puramente cinética.
Dicha Lagrangiana corresponde a un campo escalar minimamente acoplado a la gravedad en una
variedad 5D Ricci-plana (Madriz Aguilar y Bellini, 2004alb). Comenzamos definiendo la métrica
canonica (Ledesma y Bellini, [2004) para nuestra variedad

(3.34) dS? = ?dN? — 2e®Ndar? — dy?,

donde dr? = dx?+dy? +dz%. Las coordenadas (N,7) son adimensionales y la coordenada extra 1)
tiene unidades espaciales. Supondremos que la dimensién extra es tipo espacio y el universo 3D
es espacialmente plano, isétropo y homogéneo. La métrica define una variedad 5D plana
en un vacio aparente (Gap = 0).

Ahora consideraremos la Lagrangiana para materia neutral

(5)g

(5)
(5)90 »C((,O,aAQO),

(3.35) O (g, dag) = —

donde |®)g| = 1)3eSN es el valor absoluto del determinante para el tensor métrico en 5D con com-
ponentes gap (A, B toman valores 0,1,2,3,4) y |®go| = 15e5N0 es una constante dimensional
determinada por |(5) g| v evaluada en 1) = ¢y y N = 0, de forma que gy = ¥ indica valores a
finales de inflacion.

A la Lagrangiana definida por ) le corresponde la siguiente accion

/ d*zdy

3A<P)]

90
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donde ¢ es un escalar minimamente acoplado a la gravedad y G es la constante de gravitacion.
Ademas, ®)R es el escalar de Ricci en 5D, que es cero para la métrica 1)

Como la métrica (3.34) describe una variedad en un vacio aparente en 5D, la densidad La-
grangiana £ en (13.35)) debe ser

~g*B a9 OBy,

(3.36) O1L(p.0a0) = 5

la cual representa a un escalar libre. O sea que definimos el vacio como una Lagrangiana pura-
mente cinética en un espacio globalmente plano en 5D (en nuestro caso, la métrica (3.34])). Para
describir la métrica en coordenadas fisicas hacemos el siguiente cambio de variables:

(3.37) t =N, R = 4o, Y =1,

obteniendo asi la métrica

2
(3.38) 4s? = (:f) [dtQ _ ezt/%dR?] — 2,
0

donde t es el tiempo cosmico y R? = X2 + Y? + Z2. Esta métrica es un caso particular de la
métrica de Ponce de Leon (Ponce de Ledn) [1988)), y describe una métrica FLRW espacialmente
plana, homogénea e is6tropa extendida a 5D en una expansion de de Sitter (Overduin y Wesson,
1997).

3.2.1. Teoria cuantica de campos en un vacio aparente en 5D

Teniendo en cuenta la métrica (3.34) y la Lagrangiana (3.35]), podemos obtener la ecuacion
de movimiento para ¢

0 0 _
(339) ( w d] + 3w2> 90 + 1/}2 aN2 w? QNV 1/}3% . 1/}4 8¢2 _ ’
Entonces, podemos escribir
o X —2Nw2, 2 _
(3.40) © 43¢ —e “"Vip [ waw—i-z/} 81/}2} 0,

* "
donde la notacién con estrella () es la derivacion respecto de N y ¢ = (N, R, ). Para simplifi-

2
carla atin mas podemos hacer la transformacion ¢ = y e~ 3V/2 <%) , obteniendo de esta manera

una ecuacion tipo Klein-Gordon generalizada a 5D para el campo redefinido x (N, 7, ):

*k 2
(3.41) X — [e—QNvf + <1/1288¢2 + 1)] x =0.

El campo x se puede expandir de la manera usual
(3.42)

> 1 i(Ky .7 —i(ky.7 *
X(N7 TM/J) = W/dSkT/dep [akrk¢e (k»,». +kw.w)£krk’¢ (Na %ZJ) + azrkwe (kr. +kw.¢)£krk¢ (va) )

donde el asterisco ( )* simboliza conjugaciéon compleja y (azrm’akrk ») son los operadores de
creacién y aniquilacion, tal que

(3.43) kg alyyy | =00 (Fe = EL) 8 (ky— k).

0
(344) [a;rkw, az;k;}] = [akrkw,ak;‘k/ :| =0.
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Ademas, la relaciéon de conmutacién entre x y 9*( es
(3.45) [N, 7 0) % (N7 )| = 6 (7= 7) 8 (6 = o).

Para que la ecuacion de conmutacion (3.45)) se preserve se debe cumplir la siguiente condicion
de normalizacién:

(346) fkf’rk¢ <gkrkw> - (gkrkw)* gkrkzp: i

Entonces, la ecuacion para los modos &k, (N,1) que satisfacen la condicion |i en una
expansion de de Sitter en 4D seran
*k 1
—2N 12 272
La solucién general para esta ecuacion es

(3.48) Errtey, (N, 0) = Gr(w) HYY [kre™] + Ga(v) HP [kne™ V],

donde H? [z] = Ju]x] £ iV, [z] son las funciones de Hankel, J,[z] y Yy [z] son las funciones
1—4k2 2

de Bessel de primer y segundo tipo, y v = fw Aqui, las funciones G1(¢) y G2(¢) son

funciones arbitrarias restringidas por la condicion de renormalizacion (3.46))

(3.49) [G1(4) = Ga (V)] [G1(¥) + Ga2(¢)] =

NE

Elegiremos un vacio de Bunch-Davies generalizado para la tltima condicion: G1(¢) = 0y

Jr

Ga(¢) = i¥5". Las fluctuaciones de ¢? estan dadas por

1
(3.50) (p*) = @n ) / Pk, / dky Ekykoy vy -

A partir de v = 3/2, resulta un espectro de potencia invariante en la escala k,, para el cual

(3.51) iky = —\f.

Esto significa que ky, no se puede asimilar a un ntimero de onda sino a la masa del campo escalar.

3.2.2. Expansion de “de Sitter” en 4D

Podemos tomar una foliacién 1) = 1y en la métrica (3.38]), tal que la métrica efectiva en 4D
resulte

(3.52) dS? — ds® = dt*> — */Y0dR?,

que describe la expansiéon globalmente isétropa y homogénea en 4D de un universo espacialmente
plano con pardmetro de Hubble H = 1/t (en nuestro caso constante) y un escalar de curvatura
DR = 6(H + 2H?). Notemos que en este caso particular con pardmetro de Hubble constante,
resulta H = 0.

La densidad de energia p y la presion p en 4D son (Ledesma y Bellini, [2004)

(3.53) 87G (p) = 3H?,
(3.54) 877G (p) = —3H?,
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donde G = MIjQ es la constante de gravitacion y M, = 1,2 10" GeV es la masa de Planck.
Por otra parte, una expansiéon de “de Sitter” se gobierna por una ecuacién de estado de vacio:
p = —p, tal que

22

(3.55) 0= (5 + 15 (90) + Vi),

donde los bra/kets denotan el valor esperado respecto del vacio en 4D y la constante cosmologica
A da la densidad de energia del vacio (p) = %. Asi, A esta relacionada con la coordenada extra
a través de A = 3/ 1/)(2] (Ponce de Ledn, [1988)). La Lagrangiana efectiva en 4D queda determinada

por

(4)g

1 v
(3.56) (4)»6(90, Oup) = — %‘ [QQM Outp Ouip + V(SD)] )

donde el potencial efectivo (Madriz Aguilar y Bellinil, [2004a,b|) para la métrica FLRW en 4D es

(3.57) V(g) = — g%, 0 _L (oY’

=10

En nuestro caso el potencial adopta la siguiente forma

k2
(3.58) Vip) = (22 _ o

donde ky, es el nimero de onda para 1) = 1. La ecuacién de movimiento efectiva en 4D para ¢
es

L3 Y Op 2 0%p
3.59 el AL V4 NTR [4+ =0,
(359 T BT ee T o],

lo que significa que la derivada efectiva (con respecto a ¢) para el potencial, es

(360) V/((p)‘wiiﬁo = a¢(§7t7¢0)7
con

2
(3.61) a= 7 + k-

Ahora podemos hacer la siguiente transformacion:
. 3

(3.62) o(R,t) =e %0 x(R,t).

Notamos que ahora ¢ = gp(]:f = Yor,t = YoN, ¥ = 1g) = e_3t/(2¢0)x(}_%', t), donde (cita) X(ﬁ, t) =
X(R = ¢or,t = thoN, ¢ = 1o):

. 1 P
369 A= s [ [ by [ e E R g (46) + ] 6y~ by,
Primero obtenemos la siguiente ecuaciéon de Klein-Gordon en 4D para

(3.64) ¢~ e wvae L —alx=0
| * fagg
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La ecuacion de movimiento para los modos dependientes del tiempo &k o (t) sera

. 2t 9
(365) &.kRkwo + |:k%5€ Yo — (4% — Oé>:| é.kRka = O,

donde la masa efectiva al cuadrado u? de los modos Ekpk 4o €St dada por

_ 9
4o}

Aqui, « describe la auto-interaccién del término de masa al cuadrado del campo inflaton rede-
finido x que se debe a la expansion del universo, y el término representa el cuadrado de su

(3.66) 2

.

9
4?2
masa desnuda durante la expansion. Destacamos que ambos términos en (3.66)) tienen un origen
geométrico debido a que son inducidos por la coordenada extra.

La soluciéon general de la ecuacion (3.65)) es

(3.67) Ernky, = G1(¥0) Hgl% [deJoe*t/wo} + Ga(to) HY,, [km/}oe*t/wo} :

)
P

En esta ultima % = \/% - (24 k‘iO@ZJ%) v ng es el indice espectral del espectro de <g02> en

escalas Super Hubble (SH) cuando se considera el vacio de Bunch-Davies: G1(1g) = 0, G2(¢g) =
iT/2,

o dk ko dk
(3.68) () :/ 2Pt k) ~ A(t)/ Gy
ke K ke K
donde A(t) es una funcion dependiente del tiempo, ko(t) = GZJZO \ /% — o, e < 1, P(t, k) es

la potencia del espectro y k. es el valor absoluto del vector de onda relacionado con la longitud
de onda fisica en el instante de ingreso al horizonte. Esta escala fisica maxima esta respaldada
por argumentos causales. Este resultado corresponde al término de auto-interacciéon efectivo de
la masa al cuadrado, «, para el campo inflatén

(3.69) a=2H>+ k] ; para o = 1/H,

cuando se considera el enfoque semiclasico estandar en una expansion de de Sitter (Bellini et al.|

. 2(24k2 2
1996)). Para ng < éste puede aproximarse como ng ~ %7 donde

(3.70) ik, ~ —VQ_;’”S/Q = —\/2=3n,/2 H.
0

Se sabe muy bien que el universo tiene un espectro de potencia aproximadamente invariante de
escala en escalas cosmologicas (Jaffe et al., 2001), de tal manera que la ecuacion (3.70) es una
buena aproximacion. En tal caso obtenemos las siguientes expresiones evaluadas para V(p) y

V'():

4 4+ 24/2 5
(371) VOl omsumcn = T2 2 1),

¥
/ i
(3.72) V()] y—om=0) = O

donde la ecuacion (3.72) corresponde a o« = 0 en (3.64). Asi, o se anula para un espectro de
potencia de <g02> invariante de escala a escalas Super Hubble. Este resultado no concuerda con

LE] valor ns al que aqui se hace referencia corresponde a ns = 1 —n, siendo n ~ 0,96 el indice espectral medido
que figura habitualmente en la bibliografia.
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el obtenido usando un tratamiento semiclasico en 4D para el campo inflatén en una expansion
de de Sitter (Bellini et al. [1996]). Ademés podemos ver de la ecuacion (3.72)) que el pardmetro
de masa efectivo en 4D para ¢

2(4 +2v/2)

3.73 m2 = 2

no se anula. Este describe la masa al cuadrado del inflatén ¢ inducida geométricamente por la
coordenada extra 1 sobre la hipersuperficie ¥ = 9. Cuando la auto-interacciéon esta ausente en
la expansion de de Sitter: a = 0. Es facil ver que mzf ;> M2‘o¢:0' Sin embargo, ambas masas
tienen un origen muy distinto, debido a que p? esta relacionado con cada modo Ekpk o de x
y mgf 5 €s la masa efectiva al cuadrado del campo no perturbativo ¢(ﬁ,t,¢0), con efectos de
“back-reaction” incluidos.

3.2.2.1. Fluctuaciones en la densidad de energia

Una vez que calculamos los modos &, o podemos obtener el valor esperado para la densidad
de energia efectiva en 4D

e=3t/Yo rhy (26 4+ (3 —ny)?)  2iky, e 20k )
<P>¢:¢O = (277)3/k d’kr 8¢8 - ¢00 + 5 EkRkwogkRka
1. .
(3.74) + igkRkwogkRkwo s (fkakwoﬁk};kw +£kRk¢0§kRk¢0>}

donde k, = G~1/2 es el valor absoluto del vector de onda de Planck y ks es la inversa del radio
de Hubble en el instante (¢t = t.) del ingreso al horizonte.

(0)

Por otra parte, si definimos (p) iy COmo el kr-modo cero del valor esperado en 4D para la

densidad de energia
- e=3t/vo /kpd?’kR (26 + (3 —ns)?)  2iky,
v (2m)* J . 8Ui Vo

1. .
(3.75) + 580k Soky, g 10y (50@0501% +§Ok¢0§0kw )}

*
] 50]67’[,0 é-()k;wo

sobre la métrica efectiva en 4D ([3.52)), entonces las fluctuaciones de la densidad de energia (en
escala cosmologica) seran

0
<P Zyp=ypg — <P >1(pi¢0

<P Zy=yy

(3.76) 5/ p =

3.2.2.2. Fluctuaciones en la densidad de energia Super Hubble

Se sabe que el universo es cuasi-invariante de escala en escalas cosmologicas (Jaffe et al.,
2001): |ns| < 1. Es precisamente por esta razéon que consideraremos que el espectro se extlende
sobre el rango k. < kr < €ko(t).

Para calcular las fluctuaciones de la densidad de energfa en escalas Super Hubble sera ttil
emplear el limite para argumentos pequenos de la funciéon de Hankel de segundo tipo: 7—[1(,2) [x] ~

;‘r (v)(z/2)7", para v > 0, que en nuestro caso es valido para describir los modos dependientes

del tiempo &, ky, €1 la ecuacion (3.67]) que corresponde al campo ¢ Super Hubble.

Entonces, en escalas cosmoldgicas (o sea para k? < k2), las fluctuaciones de la densidad de
energia a tiempos grandes, normalizadas en ng = 0 seran aproximadamente (a primer orden en
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Ns)

sp|* eko(ts)
(3.77) — ~ ngln [kg][;",
P lt=t.

donde t, es el instante de ingreso al horizonte y hemos usado la expresion (3.70)). Notese que la
ecuacion (3.77)) describe el inicio de dp/p en escalas Super Hubble con respecto a las fluctuaciones
de la densidad invariante de escala (ns = 0). Ademas, la expresion (3.77) es consistente para

(3.78) ne In k][00 < 1.
Entonces, si kye H*t* = H, es el parametro de Hubble al ingresar al horizonte y considerando
/9 _ a2 _
%e(% —H )t > %9 se obtiene la siguiente desigualda
1
(3.79) 60 < In [kg)|°0) < —,

que se cumple para
(3.80) ns < 1/60.

Este es un resultado muy importante ya que esta respaldado por datos experimentales (Eidelman
et al.| 2004). Notaremos aqui algunas diferencias con respecto a los resultados obtenidos usando
un desarrollo semiclésico en una expansiéon de de Sitter:

= Ante todo, el potencial escalar efectivo en 4D parece ser cuadratico en ¢ (ver ecuacion (3.58]),
mientras que en el tratamiento semiclasico estdndar es una constante de valor V; (ver (Bellini et
al. 11996)).

» El indice espectral depende del término de auto-interaccion « de la masa cuadratica (que deberia
ser muy pequefio si las condiciones de rodadura lenta se mantienen), pero no de la masa del campo
inflatén meyy (como en el enfoque semiclasico estandar de inflacién). Este resultado sugiere que

kyy =~ iv/2/1ho = iv/2H.

s Ademas, el parametro de Hubble en una expansion de de Sitter (como en el enfoque semiclésico de
inflacion) es constante, pero en nuestro caso su valor viene dado por el inverso multiplicativo de la
coordenada extra H = 1/ para la foliacion ¢ = 1)y de la métrica (3.38) Ricci-plana en 5D.

Finalmente, el tratamiento no perturbativo desarrollado para ¢ puede extenderse a otros modelos
inflacionarios mas realistas con parametros de Hubble dependientes del tiempo. Mas generalmen-
te, se pueden extender a modelos gobernados dindmicamente por campos escalares.

2En los calculos estamos considerando 1/)51 = H, que es compatible con la métrica FLRW en 4D 1)



Parte 11

Neutrinos en agujeros negros

Esta parte de la tesis se aboca al estudio de campos de prueba fermiénicos en el contexto de
las métricas de objetos compactos (agujeros negros, agujeros blancos). Las particulas de prueba
se encuentran asi, sometidas a curvaturas extremas similares a las que habrian dado origen a
nuestro universo.

El Capitulo 4 explora un problema de vieja data, el de los neutrinos en un agujero negro. Se
trata de resolver aqui el problema de los modos cuasi-normales en una métrica de Schwarzschild,
para familiarizarse con la estructura matemaética y los resultados més conocidos en 4D. Notare-
mos que la gran mayoria las publicaciones relacionadas con el tema se basan en exploraciones
numéricas basadas en el método WKB. En nuestro caso ensayamos una resolucion semi-analitica,
basada en la cuantizaciéon de los niveles vibracionales de las moléculas diatémicas, para obtener
las autofunciones y los autovalores que resuelven las ecuaciones de Dirac, y a partir de estos
ultimos obtener la temperatura de Hawking de un agujero negro.

El Capitulo 5 nos introduce en la primera aplicacién directa de los campos de prueba
fermidnicos en un contexto de materia inducida. Se explora el problema de los modos cuasi-
normales para particulas tipo neutrino con masa en una métrica de Schwarzschild-de Sitter en
4D a partir de campos de prueba sin masa en un vacio pentadimensional. Se debe destacar que la
geometria del embebimiento impone sobre la solucién modos que no se propagan en la coordenada
extra, indicando algtn tipo de confinamiento sobre la hipersuperficie 4D. Otro resultado notable
es el hecho que las soluciones no divergentes de la ecuacién para la coordenada extra tienen como
consecuencia una discretizacion de los valores de la masa inducida.






Capitulo 4

Modos cuasi-normales supersimétricos
en un agujero negro de Schwarzschild

Un agujero negro puede ser entendido como un sistema termodindmico para el cual tempe-
ratura y entropia (Bardeen et al., [1973) estan dadas en términos de sus caracteristicas globales
(masa, carga y momento angular). Se obtienen al resolver una ecuacion de onda para pequenas
fluctuaciones sujetas a las condiciones de que el flujo sea entrante en el horizonte y saliente en el
infinito asintotico. Generalmente, estas condiciones conducen a un conjunto de autofrecuencias
complejas discretas, donde la parte real representa la frecuencia de las oscilaciones y la parte
imaginaria representa el término de decaimiento. Las frecuencias y el tiempo de decaimiento de
las oscilaciones cuasi-normales, denominados modos cuasi-normales, quedan univocamente deter-
minados por los pardmetros del agujero negro y son independientes de los estados iniciales de las
perturbaciones. Deberia ser posible inferir los parametros de los agujeros negros exclusivamente a
partir de dichas frecuencias. Los modos cuasi-normales son portadores de informacion de agujeros
negros y estrellas de neutrones, por lo cual son de gran importancia para la astronomia de ondas
gravitacionales (Kokkotas y Schmidt} 1999; |Chandrasekhar, |1983; |Bartnik y McKinnon, |1988;
Bizonl, [1990; |Breitenlohner et al., [1994; |Kiinzle y Masood-ul-Alam) [1990; [Smoller y Wasserman),
1993; [Straumann y Zhou, {1990). Estas oscilaciones son producidas principalmente durante la
fase de formacién de objetos estelares compactos y podrian llegar a ser suficientemente intensas
para ser detectadas por algunos de los grandes detectores de ondas gravitacionales actualmente
en construcciéon. Existe gran cantidad de bibliografia reciente sobre modos cuasi-normales con
particulas de diferente espin en el espacio-tiempo de un agujero negro y se espera que el tema
reciba atin mas atencion (Cho, 2003; |[Natario y Schiappa, [2004; (Chol, [2006]).

Algunos modelos numeéricos predicen que los modos cuasi-normales son preponderantes en
las ondas gravitacionales asociadas con procesos que involucran agujeros negros, tales como la
formacion de agujeros negros en un colapso gravitacional o la fusién de sistemas binarios. Es por
eso que los detectores de ondas gravitacionales que estan actualmente en construccién podrian
captar esas senales para investigar la poblacion de agujeros negros en el universo. A pesar de
la importancia que tienen en astrofisica, hay muchas otras razones por las cuales uno podria
estar interesado en el estudio del espectro de las oscilaciones de un agujero negro. Por otro lado,
los modos cuasi-normales han jugado un rol muy importante en los céalculos de la estabilidad
de agujeros negros (Whiting, 1989; Beyer, 2001)). Recientes investigaciones en dimensiones ex-
tra no compactas han dado lugar a la prediccién un tanto sorprendente de que mini agujeros
negros podrian ser observados en aceleradores de particulas tales como el LHC (Argyres et al.
1998; [Dimopoulos y Landsberg) 2001; (Giddings y Thomas, |2002). Existen problemas cuando se
intenta explicar la ruptura de fermiones en quarks y leptones (Arkani-Hamed y Schmaltz, |2000;
Arkani-Hamed et al. 2000; Han et al., 2003)). La mayoria de los métodos para evaluar modos
cuasi-normales son numeéricos. Recientemente fueron evaluados los modos cuasi-normales en una
métrica de Schwarzschild (Cho, 2003)). Ademés, fue aplicado con éxito el método WKB a esta
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clase de problemas (Schutz y Will, |1985), y fue extendido a o6rdenes superiores (lyer y Will,
1987). Particularmente, la interacciéon de fermiones con un campo gravitacional es un tema muy
importante que ha sido abordado en un articulo seminal por Brill y Wheeler (Brill y Wheeler,
1957) y posteriormente por otros (Barducci et al., [1977; (Cho y Lin, [2005; |Shu y Shen|, [2004; |[Batic
y Nowakowski, 2008]). Es bien conocido que la ecuacion de campo espinorial en un espacio-tiempo
de Schwarzschild puede ser separada, y las partes angular y temporal pueden ser integradas. Nos
queda asi una ecuacién radial cuya integracién no es inmediata. La ecuacion de Schrodinger
resultante ha recibido gran atencién y sus soluciones son modos cuasi-normales.

Como es sabido, el neutrino no responde directamente a los campos eléctricos o magnéticos.
Por lo tanto, si uno desea influenciar su érbita con campos gravitacionales, se tiene que considerar
la fisica del neutrino en un espacio-tiempo curvo. En este capitulo estudiaremos este tépico usando
el formalismo de Fock-Ivanenko y la idea de supersimetria (SUSY) para estudiar la propagacion
de un neutrino afectado por un campo gravitacional producido por un agujero negro. Para
conseguir este objetivo estudiaremos soluciones analiticas aproximadas para la ecuaciéon de Dirac
de un fermion no masivo de espin 1/2 en las cercanias de un agujero negro de Schwarzschild
sin carga ni rotaciéon. Sobre este tema se ha publicado recientemente un estudio con métodos
numéricos en un espacio-tiempo en (d + 1) dimensiones, donde las (d — 3) dimensiones extra
son compactas (Cho et al., 2007)). Aqui desarrollaremos el formalismo de Fock-Ivanenko en el
contexto de las propiedades supersimétricas de la ecuaciéon del Hamiltoniano de Schrodinger.

El capitulo esta organizado de la siguiente forma: en la siguiente seccién obtendremos la
ecuacion de Dirac para un fermion no masivo de espin 1/2 sin carga (neutrino), en un espacio-
tiempo estatico y esféricamente simétrico, usando el formalismo de Fock-Ivanenko. En la seccién
se obtendra una ecuacion radial para el espinor sobre la métrica mencionada. Veremos que
los espinores obedecen ecuaciones de Schrédinger estacionarias. En la seccion [4.3] estudiaremos
estas ecuaciones para un agujero negro de Schwarzschild. En la seccion [4.4] se introduciran las
propiedades supersimétricas de los potenciales radiales efectivos de las ecuaciones de Schrodinger.
En la seccion[4.5] obtendremos soluciones analiticas aproximadas de las frecuencias cuasi-normales
y sus autoestados, asi como sus compaiieras supersimétricas. En la seccién comentaremos los
resultados mas relevantes del capitulo.

4.1. Ecuacién de Dirac para un neutrino en un espacio-tiempo
estatico y esféricamente simétrico.

Consideremos un elemento de linea que describe un espacio-tiempo tetradimensional estético
y esféricamente simétrico

1
f(r)
donde € es el elemento de angulo solido, tal que dQ? = df? + sin?(0) dp?. A partir de aqui

utilizaremos unidades naturales: A = ¢ = 1. La ecuacion de Dirac para fermiones ¥ no masivos
y libres con espin 1/2 sobre la métrica (4.1)) es

(4.1) ds® = f(r)dt* — dr?® +r? d0?,

(4.2) YV, =0,

donde V, representa la componente p-ésima de la derivada covariante y 4# son las matrices de
Dirac en la métrica (4.1]). Usando transformaciones conformes obtenemos

(4.3) G — Guw =0gu,
U - U=0"%2y,

(4.5) PV, T = O°24MY T,
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donde © = 1/r, de forma que ¥ = r3/2F. La métrica resultante es

o [ 0 Lo 2
para la que vale
(4.7) YV = 0.

Los espinores x(™) (8, ) sobre la 2-esfera obedecen a la ecuaci(’) (Berestetskii et al.l 1971)

. (1 .
(48) Vi = < E—l) ) )Xgm — i (k) A,

donde los autovalores pueden ser
l+1
(4-9) Rt = ( _l > .

Notese que (kq)) pueden ser enteros, aunque el cero esta excluido: (k1)) # 0. Si expandimos la
funcién ¥ como

l

las ecuaciones de movimiento para gblm y gbl(i) quedan representadas por (Camporesi y Higuchi,
1996)

(4.11) (OVo++'Vi+i ((+1)7%Y¢!” = 0, 1=0,1,..,
(4.12) (Y'Vo+7'Vi —ilP1} oY = 0, 1=1,2,..,

donde usamos coordenadas (t,, 6, ¢) y la matriz v°> = 7°v'42~3 se denomina de interaccion. Con
el objetivo de resolver las ecuaciones (4.11) y (4.12), usaremos el formalismo de Fock-Ivanenko

(Snygg, [1997)). Para representar al sistema, elegimos las siguientes matrices de Dirac:

(4.13) A= — ! o3, v =1+ f(r) o2,

donde las o* son matrices de Pauli

L (0 1 s [0 —i s (1 0
(4.14) "_<1 o)’ U_(i 0 > “=\o -1 )

de tal forma que las conexiones espinoriales, I';, = iy”y” OnGuy, estan dadas porﬂ

(4.15) I, = ot (i) di‘i (f(r)>, I, =Ty=T4=0.

r2

4.2. Ecuaciones de movimiento para gbl(m.

Estudiaremos las ecuaciones dindmicas para cada uno de los espinores qblm y qzﬁl(“.

'Notacion: en lo que sigue usaremos la notacién compacta 1 para espinores arriba y | para espinores abajo.
Por ejemplo, al escalar k4 =1+ 1 le corresponde YTy al k) = —l le corresponde M.
2Ver, por ejemplo, la pagina 113 - capitulo 6 - del libro (Snygg) [1997).
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4.2.1. Espinor gblm .

La ecuacién de movimiento para gzﬁlm (la ecuaciéon para gZ)l(“ se obtiene siguiendo el mismo
procedimiento), es

oo /(1) [£+ 2\/%57, ( "S”)] oV —ioy (1+1) 6V

' . 26D
(4.16) :ZO'3< f(r)) 8;.

Proponemos soluciones del tipo

© f(r) o —iBMt i@bg)(r)
(4.17) ¢ (r,t) = — e 1/1?)(7”) ,

donde Eff) es cierta constante de integracion. Con esta transformacion, la ecuacién de Dirac
puede escribirse como un sistema de dos ecuaciones acopladas de primer orden

dpl”  F()

(4.18) Jo) = = Y e = ED e ),
@
(1.19) £ 2 D gy yDey = D u.

Ahora introducimos la coordenada tortuga (cita) w y la funcion W (r)

(4.20) o a =L woe = D

de tal forma que las ecuaciones (4.18) y (4.19) se convierten respectivamente en

(1.21) e - O] ) = B )
(1.22) o WO 6w = B u{P )

Para que queden desacopladas, se sustituye el término fuente de cualquiera de ellas en la otra y
se obtiene el siguiente sistema desacoplado de segundo orden:

d? 2
(4.23) (= + V@) 0w = [ED] 0w
& () M2,
(4.24) (—du2 + V3 (u)) v (w) = [ED] vl (w),
tal que los potenciales supersimétricos Vlm y VQ(T) estan dados por la expresion
dw M 2
(4.25) VW =F=——+ [Wm(u)] .

Los potenciales efectivos en 1} son supersimétricos, por lo que las funciones ng) y zpéﬁ tienen
el mismo espectro de dispersién y modos cuasi-normales.
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4.2.2. Espinor gbl(“ .

De la misma forma que para d)lm uno puede obtener las ecuaciones de Schrédinger al proponer
las soluciones

(4.26) ¢>l(“(r7 t) = <M> o B < “AU(T) ) ’

, éi) (r)
con el siguiente superpotencial WM (r):
(4.27) W (r) = —=\/f(r).

En este caso las ecuaciones de Schrodinger para @ZJ%U y d)éu son

(1.28) (o + V90 ) o) = [B9]) o)
(4.20) (o + V) ) = [E0] o),

con los potenciales Vl(é)(u) dados por

aw ) 2
(4.30) Vl(,é) (u) = T T [Wu) (U)]

Las ecuaciones (4.2314.24) y (4.2814.29)) nos dan informacion sobre la parte radial de las funcio-

nes de onda espinoriales qﬁl(T’“ (r,t). En las siguientes secciones consideraremos un tratamiento
analitico para resolver las parejas de ecuaciones de Schrodinger (4.23H4.24) y (4.28{4.29)), en las
cercanias de un agujero negro de Schwarzschild.

4.3. Neutrinos en un agujero negro de Schwarzschild.
Tomaremos el caso particular

(4.31) fr)=1-

i

RS

tal que a = 2GM es el radio de Schwarzschild. En este caso la coordenada tortuga u(r) esta

dada por
+ aln [f(r) ] .

(4.32) u(r)=r+aln [2 — 1} , 0, u(r) 1— f(r)

B a
1= f(r)
De la segunda expresion en (4.32)), obtenemos

1
C 1+ LW (eluma)/a)’

(4.33) [1— f(u)]

donde LW (z) es la funcion de Lambert, definida por LW (z) X" (@) = z y tal que LW (0) = 0.

Ahora, queremos obtener los potenciales Vl(g“ (u) en funciéon de u. Tomando las ecuaciones (4.20
y (4.27)) en las segundas expresiones de (4.32)) y (4.33)), obtenemos finalmente los superpotenciales

—a)/a 2
(5) _[LW [elme])
@ [14 LW [e(w=a)/a]]*?

(4.34) W () =



58 CAPITULO 4. Modos cuasi-normales supersimétricos en un agujero negro de Schwarzschild

Los potenciales exactos escritos en funcién de u son,

2 dw 2 LW [elu—a)/a
’ du a [1 + LW [e(u—a)/a]]

L) LW [0 1)

2 a? [1 + LW [e(u—a)/a”7/2
Consideraremos el caso limite donde la particula se encuentra cerca del radio de Schwarzschild:
u — —oo, por lo que e®=®/a 5 (. La funcion de Lambert tiene un desarrollo en serie de
potencias LW (z) = . — 2 + %333 — %x‘l + ..., por lo que en este caso LW (x) = x y los potenciales
efectivos se pueden aproximar de la siguiente manera:

2
(1) ~ (ﬁTi) u—a)/a (KN,) u—a)/(2a
(4.36) V3P () = V1 emerse . 1) oo

Para poder realizar una descripcion adimensional del problema haremos la transformacion: 2v =

—(u — a)/a, y las ecuaciones de Schrodinger li y |' para ¢§N) (v) y 1/19“ (v), cerca del

radio de Schwarzschild, se convierten en

(1))
2 E, ()
(4.37) d +4 ()’ e 2 £ 2(ky)) e — 4a? [ } ( i (a1, v) ) =0,

Tar [EG)] ? W™ (8,1,0)
donde MY = gt
(4.38) i =1, j=2 a=n+1, B=n, para ¢,
(4.39) i = 2, j=1 a=n, [B=n+1, para gbl(“.

Notese que para r grande se obtiene u — —oo, por lo tanto Vl(;“ — 0. Esto significa que el
potencial aproximado (4.36)) se anula a grandes distancias y toma el mismo valor asintético que los
potenciales exactos . Asi, las soluciones asintoticas de (4.37) seran buenas aproximaciones
para r grande. Sin embargo, el potencial aproximado no es una buena aproximacién para
distancias intermedias.

4.4. Supersimetria de los operadores Hamiltonianos.

Consideramos aqui los operadores Hamiltonianos ng) y HEN)
2 @)
ty _ _d 0]y _ V()
(4.40) HY = -t LARING =,
2 2 dw M (v)
ay _ _d (1) )
(4.41) HY = - (W] @) + =

tal que ng) - ng) = QW. En nuestro caso W (v) ~ —2(k4))e™?, P de tal forma

que obtenemos ng) - ng = 2W M) (v). Siguiendo a Mielnik (Mielnik, [1984), definimos los
siguientes operadores diferenciales:

d
s % g
d
(4.43) by = %—FW(N)(U).

O2(kqy)e” " Ei(l,—4(kq)e” V) —=2(kpy)e "

3En realidad, existe una familia de soluciones W (T4 (v) = GBI, a(rpy)e— )11

, para Ei(a, z) =

2°7'T(1 — a, z), que nos da los potenciales supersimétricos Vl(;“(v) = 4(k1y)%e 2" £ 2(kp))e” Y, aunque restrin-
giremos nuestro estudio a la solucién particular con C' = 0.
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Ahora, podemos hacer que los Hamiltonianos (4.40) y (4.41) puedan reescribirse en términos de
beryy ¥ By

(4.44) blyPn = PPy + By, Pt

Hgﬂ) Lo (th) (v) = Hgm))‘
Por otra parte, HEN)ba » = bipPanbhy) = bz(N)Hg‘N)’ lo que significa que
v 9 50) = 35 ()
= bl <[E’(lmr %m))
- [ E7(LN)]2 (b?m)%(‘m) .

)
J

)

Por lo tanto, si wj (e, 1, v) es un autovector de H EM

2
con autovalor[ N } , entonces 1/11(

2
bz‘T ¢)¢J('N) (8,1,v) sera un autovector de HEN) con autovalor [Eg“] . De otra manera, los poten-

ciales Vi(u) y Vj(u) poseen el mismo espectro de frecuencias cuasi-normales (pero con diferentes

autoestados), debido a que son companeros supersimétricos obtenidos de los mismos superpoten-

ciales W (TH) (v). Es importante recordar que en los casos que E,(LN) no sea real, los Hamiltonianos

W(a,1,0) =

no seran hermiticos.

4.5. Soluciones aproximadas.

Para resolver las ecuaciones (4.37) debemos considerar su validéz solo cerca del horizonte
de Schwarzschild: » > a. En este limite, v — oo. Tomaremos separadamente los casos para los

) ()

potenciales V' y VQ(N), correspondientes a los espinores ¢,

4.5.1. Espinor (blm .

El primer caso a tratar es el de las ecuaciones radiales para el espinor d)lm. Analizaremos a
continuacion, los potenciales atractivo y repulsivo de la ecuacion (4.25)), separadamente.

4.5.1.1. Potencial atractivo para qblm.

El primer caso es para el potencial
(4.46) ViD(lv) =41+ 1)2e 2 =201+ 1) e,

que es similar (aunque no exactamente) al potencial de Morse (Morse, 1929)E|. El potencial
de Morse es un modelo realista para la energia potencial de una molécula diatéomica. Como
aproximacion a su espectro de oscilaciones es mucho mejor que la del oscilador arménico cuantico,

“Es interesante notar que el potencial de enlace original de Morse V (v) = S2 (6_2“ — e_“) corresponde a un
caso Hermitico con solucién exacta, o sea, con autovalores de energia reales. Sin embargo, como fue demostrado
en (Cho y Hol |2007)), es posible extender la teoria para potenciales con solucién exacta (Turbiner y Ushveridze,
1987} (Turbiner}, [1988) y con solucién quasi-exacta (Gonzalez-Lopez et al., [1993)), para dar cabida a soluciones en
términos de modos quasi-normales.
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debido a que incluye explicitamente efectos de ruptura de enlace, al existir estados no ligados en
la estructura del modelo. La solucién general para (4.37) viene dada por

dv e’
(4.47) g)(n, Lv)~ e 2T, [2(v)] — T, [2(v)]] [Bnl + C’nl/
1 i [Z0, [2(0)] = T, [2(0)])?
donde Z,, [2(v)] y Z,,[2(v)] son las funciones de Bessel modificadas de primera especie, con
1
(4.48) va=2iaED F o,
(4.49) zw)=2(l+1) e "

Se puede demostrar [ver apéndice [B| que los autovalores de energia sonﬂ

n
(4.50) EGND = o n=h2.
y los autovalores para el momento angular son [ > 0. Para evitar una posible divergencia en
(4.47), tomamos C,; = 0. Un caso particular, el cual es una manifestacion de la supersimetria
de la Hamiltoniana, esté relacionado con el autovalor de energia nulo: ET(LT:)0 = 0. En este caso
n = 0 y la solucion es

(4.51) DN(0,1,0) = By e ™2 [T_1/502(0)] — T jalz(v)]] o e 2D

donde Bg; es una constante que se puede determinar por normalizaciéon. El companero supersi-

métrico de wéﬂ (n,l,v) puede obtenerse al aplicar el operador b} al autoestado ¢éT) (n,l,v)
d
(4.52) D (n+1,1,0) = {—dv +2(14+1) e—v} D n,1,v).

La correspondencia en (4.52)) es una manifestacion del caracter supersimétrico de los Hamilto-
nianos Hgﬂ and Hg).

4.5.1.2. Potencial repulsivo para (ﬁlm.
Ahora trabajaremos con el potencial SUSY respecto a (4.46))

(4.53) VD) =40+ 1)2e 2 +2(1+ 1) e,

que difiere en el signo del ultimo término respecto a (4.46)). En este caso la solucion general esta
dada por

(454) vV (n+1,0,0) ~ an{ [(z +1)e /2 4+ <n + ;) ev/ﬂ T, [2(0)] +

21+ VT, 2(0)] )+ Curf [(n N ;) o724 (14 1)1

Ty [2(0)] + (1 D22, ()] 40+
dv e’

’ / {lI+1+ (n+3) €] Zul2(0)] + (L + )L, [2(0)]}

2

donde
(4.55) p1=mn+1/2, o =mn+3/2,
(4.56) z(v)=2(l+1) e "

SEn general la energia puede tomar los valores EN = Fin/(2a), aunque elegiremos los autovalores con signo
menos debido a que son los que corresponden a modos que decaen.
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Para que se cumpla la expresiéon para las parejas supersimétricas , pedimos B,; = 0.
Entonces resultaran constantes no nulas B,; en la expresién y las C,; en seran
determinadas por normalizacion. Ya se ha demostrado |ver apéndice que los autovalores de
energia son

1) -1
(4.57) EOD = (”+2) - —2‘23, n=1,2,...
a a

Es importante recordar que E7(12’T) = E7(11’T) [ver ecuacion ], debido a que los potenciales

VQ(T)(U) y Vlm (v) pertenecen a Hamiltonianos supersimétricos.

4.5.2. Espinor qzﬁl(“ .

Por completitud consideraremos ahora las ecuaciones radiales para el espinor gﬁl(i), para los
potenciales atractivo y repulsivo dados por (4.30)).

4.5.2.1. Potencial atractivo para qbl(i).

El potencial atractivo relacionado con k¥ = —[, esta dado por la siguiente expresion:
(4.58) ViV (0) = 41272 — 277",
Asi, la soluciéon general de seré
@bg)(n,l,v) ~ V2 {anl [In_1/2 [—2 e_”] +Znt1)2 [—2 e‘”]]
(4.59) + Ba [Knoaye [-2€7] = Kopajo [-2¢7°]]},

donde K,,+1/2 son funciones de Bessel modificadas de segunda especie, y las frecuencias cuasi-
normales son

(4.60) EGD — M =01, ...

El caso particular con n = 0 nos da el autovalor de energia para el estado fundamental E,S:’% =0,

que corresponde al autoestado

~

v

(4.61) T(0,1,0) = ag e 2,

donde hemos hecho 3,,; = 0, para que la autofuncién sea finita en todo el dominio de v.

4.5.2.2. Potencial repulsivo para ¢l(¢).

Finalmente, consideramos el potencial repulsivo asociado a k¥ = —[, cuya forma es
(4.62) ViV (0) = 4122 + 217,
En este caso la solucién es
U+ 1,0L0) = e {aw [To1jp [2¢7] + Tupaye [267Y]]
(4.63) + B [Knov2[2¢77] = Kpgapa [2¢77]]}
y las frecuencias cuasi-normales son

.n
(4.64) E2Y = —igs =12

Para satisfacer la expresion para las parejas supersimétricas

(4.65) vV (1,1,0) = {_CZ) - 256”} v (0,1,0),

debemos pedir que a,,; = 0 en (4.63)).
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4.5.3. Soluciones asintéticas para grandes distancias: r — oo

Para completar nuestro enfoque estudiaremos el caso del campo gravitacional débil a grandes
distancias del agujero negro. En este caso r — oo, de forma que e(*~®/@ — ¢/ E] superpotencial
puede ser aproximado a

N "{Ti 1

4. N ~ -
(4.66) W) = TWiew/a]’

y los potenciales supersimétricos tomaran la siguiente forma:

G 1
u—oco a2 {LW[eu/a]}

(4.67) Vi3 (u)

5 (k1) F 1]

A distancias muy grandes estos potenciales tienden a cero; es por eso que las ecuaciones aproxi-
madas de Schrodinger pueden escribirse como sigue

d? 2
(4.68) —— ol ) = [E] el ().

., L - . ., . (1)
La solucién general de estas tltimas puede escribirse como una combinacion lineal de et*#n ¢,

)

Después de tener en cuenta las condiciones de normalizacién, y los signos en E,(lN , obtenemos

que para grandes distancias las soluciones salientes son
(4.69) 09 (1) ~ e/ 2a),

Esta solucion esta en perfecta concordancia con la obtenida en (Chol 2006)).

4.5.4. Frecuencias cuasi-normales y temperatura de Hawking.

La temperatura de Hawking para el agujero negro de Schwarzschild (cita Hawking) es

1

4dma’

(4.70) Ty
tal que las frecuencias cuasi-normales pueden escribirse como
(4.71) EENY) — LN — _orinTy.

Este resultado es exactamente el obtenido recientemente en (Cho et al.,|2007)), aunque utilizando
el método WKB [ver ademas (Andersson y Howls, 2004)].

4.6. Neutrino en un agujero negro de Schwarzschild en d > 4
dimensiones.

El estudio de los neutrinos en un agujero negro de Schwarzschild multidimensional es un tema
de interés actual. En este caso la métrica extendida del agujero negro de Schwarzschild en d > 4
dimensiones esta dada por

1
fa(r)

donde d es la dimension del espacio-tiempo, dQ?l_2 denota la métrica de una esfera (d — 2)-
dimensional mientras que

4.72 ds® = fig(r)dt® — dr? +r2dQ2_,,
(d) d—2

(4.73) fay(r) =1— (9)(d_3) .

r
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En este caso los escalares analogos a los encontrados en (Konoplya, 2003)) son

474 = (1)

(d)

donde d sblo toma valores enteros para K4, un entero no nulo. La coordenada tortuga se puede
escribir como

1/(d—3) 1/(d—3) (3—d)
(4.75) u(r)=a [1] 2 F1 41 L d-4, H ! } —1] ;

1-— f(d) (T’) ’ 3— d d— 3 1-— f(d) (7’)

donde o F1 [y, vy vzl = >0, % es la funcion hipergeométrica y hemos hecho uso de

1 1/(d-3)
(4.76) (a/r) = <1 — f(d)(T)) .

Ademas, se puede aproximar el superpotencial para valores dimensionales muy grandes (d > 1)

1— [1 n (g . 1)1/(3_d)]

Un andlisis detallado en el marco de supersimetria (SUSY) es demasiado complicado y va més
alla del alcance de este capitulo. Sin embargo se pueden encontrar (cita) los autovalores de energia

(d)
d - Ry
(4.77) w K )(r)‘d%m = {1 (e 1)1/(3—d)}

(3—d)] 1/2

(4.78) EMD — <d2_ 3> n=—2miTyn,
a

tal que la temperatura de Hawking d-dimensional aumenta linealmente con el niimero de dimen-
siones extra: Ty = (d — 3)/(4wa).

4.7. Conclusién del capitulo.

Hemos usado el formalismo de Fock-Ivanenko en un espacio-tiempo curvo para obtener la
ecuacion de Dirac de un fermién de espin 1/2 sin masa cerca de un agujero negro de Schwarzs-

child. Se obtuvieron soluciones analiticas aproximadas para los espinores. Las autofunciones

radiales de los espinores gi)l(w) son descritas por ecuaciones tipo Schrodinger, las que pueden ser

reexpresadas en términos de la coordenada tortuga u(r): v = —(u—a)/a. Ademas, hemos probado

)

el caracter supersimétrico de los potenciales VI(N) y V2(N

nas no hermitianas ng) y HgN). Respecto de las soluciones analiticas aproximadas para los

autovalores de energia (o frecuencias cuasi-normales) es importante notar que todos los estados
asintoticos (y sus companeros supersimétricos) tienen frecuencias imaginarias puras, que pueden

, que corresponden a las Hamiltonia-

expresarse en términos de la temperatura de Hawking T: E(N) —2minTy. El estado funda-
mental aislado tiene un autovalor de energia nulo, en concordancia con lo que uno esperaria de
las Hamiltonianas supersimétricas (Nogami y Toyamal [1993)). Asi, todos los modos asintéticos,
con excepcién del modo estable nulo, son estados que decaen.






Capitulo 5

Ecuacion de Dirac para neutrinos
masivos en un espacio-tiempo de

Schwarzschild-de Sitter desde un vacio
en bD

El estudio de la dispersion de ondas en el espacio-tiempo de un agujero negro es determinante
para la comprensiéon de las seniales que captaran las nuevas generaciones de detectores de ondas
gravitacionales en los proximos anos (Rowan y Hough, 2000)). Dado que las perturbaciones lineales
en los agujeros negros se representan como campos de espin entero, el estudio de la dispersion de
campos esta concentrado en estos casos, mientras que los campos de Dirac son menos comunes,
en particular los masivos (Unruh, 1976). El neutrino no responde directamente a los campos
eléctricos y magnéticos. Por lo tanto, si se desea influir en su érbita con fuerzas simples de
analizar, uno tiene que hacer uso de campos gravitacionales. Dicho de otra manera, se tiene que
considerar la fisica de un neutrino en un espacio-tiempo curvo. Existen métodos tanto numéricos
como analiticos para resolver las distintas ecuaciones de onda que corresponden a la dispersion
de neutrinos en un agujero negro (Futterman et al., 2009)). Otras soluciones aproximadas se
pueden obtener usando métodos semi-analiticos, como WKB (Berry y Mount, 1972; Bender y
Orszag, [1999)), el cual ha resultado ser muy util y preciso en la evaluacion de las frecuencias
de los modos cuasi-normales (Schutz y Will, [1985; Iyer y Will, |1987). Las frecuencias de los
modos cuasi-normales, en el caso de neutrinos sin masa, pueden ser obtenidas usando soluciones
analiticas aproximadas con SUSY (Sanchez et al., 2011b)).

Por otra parte, la extension del espacio-tiempo en 4D al caso de variedades con N (> 5)D es el
camino preferido para la unificaciéon de las interacciones de la fisica de particulas con la gravedad.
Los dos enfoques méas actuales a la relatividad en 5D, teoria de branas y materia inducida, son
mateméaticamente equivalentes (Ponce de Leon, 2001b)). La primera utiliza la métrica deformada
en 5D, y en general conduce a una fuerza extra sobre una particula masiva en 4D (Youm) |2000)),
donde sin embargo, la particula puede viajar sobre una geodésica nula en 5D (Youm), [2001).
Resultados similares se encontraron previamente para materia inducida, la cual usa comtinmente
la métrica canodnica en 5D para aislar la quinta fuerza (Wesson et all [1999) y examinar las
geodésicas nulas en 5D (Seahra y Wesson, 2001)).

Estas investigaciones son de naturaleza clasica, pero invitan claramente a un examen del
cuadro correspondiente en la teoria cuantica. En un trabajo méas reciente (Wesson, 2003) se
estudid la ecuacion de Klein-Gordon y la ecuaciéon de Dirac para geodésicas nulas. En este
capitulo estudiaremos la ecuacion de Dirac en 4D para fermiones neutros de espin 1/2 con masa
(neutrinos) los cuales se encuentran cerca de un agujero negro de Schwarzschild-de Sitter (SdS)
no rotante, usaremos una métrica SdS extendida, la cual es Ricci-plana y describe un vacio en

65
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5D. Ademas, consideraremos que la coordenada extra tipo espacio es no compacta.

5.1. Ecuaciéon de Dirac para neutrinos sin masa en un vacio en
5D.

Comenzaremos considerando la métrica gap Ricci-plana (R4p = 0 y entonces el escalar de
Ricci R = 0), dada por el elemento de linea (Madriz Aguilar y Bellini, |2009)

2 2
(5.1) ds? = <¢> [—c2f(r)dt2 Lo r2(d6? + sin?0d¢?) | + dy?,
Yo f(r)

donde f(r) =1 — (2G¢to/(rc))[1 + 2r®/(2G(3)] es una funciéon adimensional, {t, 7,0, ¢} son
el tiempo y las coordenadas esféricas locales usuales empleadas en relatividad general y 9 es
la coordenada extra no compacta. Por otra parte, ¢ denota la velocidad de la luz, 1y es una
constante arbitraria con unidades de longitud y el pardmetro constante ( tiene unidades de
(masa)(longitud)~!. Estamos interesados en un espacio-tiempo en 5D como fibrado principal y
U(1) su grupo estructural. El espacio-tiempo en 4D de Einstein es la base usual de este fibrado,
por lo que los campos fisicos no dependerén de la coordenada extra.

5.1.1. Algebras de Clifford para espinores en 5D.

Para definir un vacio en 5D consideraremos la densidad Lagrangiana para un campo espinorial
libre sin masa en 5D, minimamente acoplado a la gravedad
he R

2 (07 (V40) = (Va®) 0] +

2
(52) c =,

donde K = %TG y 74 son las matrices de Dirac, que satisfacen

(5.3) {v*, 78} =2¢*81,

tal que la derivada covariante del espinor ¥ sobre la métrica (5.1]) esta definida de la siguiente
forma:

(5.4) VAV = (04 —Ta) ¥,

v la conexién de espin estd dada por

1
(5.5) Ly = 2 [ b,fyc} eP Valeen].
Aqui, V 4 [ec] = Dae. B—FAL? pecep es la derivada covariante de la péntada e, la cual introducimos
para generalizar la tétrada o vierbein en 4D (Cho y Lin| 2005)) para relacionar la métrica extendida
SdS (5.1)) con el espacio-tiempo de Minkowski en 5D escrito en coordenadas cartesiana&ﬂ ds? =

—c2dt? + (dz? + dy? + dz?) + dyp?

(%) e/Fr) 0 0 0 0
(5.6) ep=| g (%) r cosf cos ¢ % rcosfsing — (%) rsinf 0
0 — (%) r sin @ sin ¢ % rsinfcos¢p 0 0
0 0 0 0 1

'El simbolo 84 denota la derivada parcial con respecto a z y 4 = gape‘tef denota el espacio-tiempo de
Minkowski en 5D expresado en coordenadas cartesianas.
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Las matrices v* de Dirac se representan en un espacio Lorentziano y se describen por el algebra
(Groves et al., 2002; Camporesi y Higuchi, 1996) : {v%,+*} = 2n*°I

i 0 00 00 0 —i

o_ [0 —i 00| _ (-0 1 _ 00 =i o0 _ (0 —iot

v 0 0 i 0 o ) 7 0i 0 0 ol 0 ’
0 0 0 i i 00 0
0 00 —1 00 —i 0

2 |0 010 (0  —io? 3 |00 0 0 —io®

T=1o 100 o2 0 T Tl 0 0 o7V o ’
100 0 0 —i 0 0

L (01 o (0 —i 5 (10
"_<10’ 7=\io )0 77 o 1)

son las matrices de Pauli. Notese que las cinco v* son vectores independientes de un espacio 5D,
tal que estan relacionadas a través de un algebra de Clifford y 44 = ,aabcd'yaybfycfyd
El tensor energia-impulso para neutrinos no masivos es

1o 1 -
(5.7) T = — {4 (U, V0] + 1 (¥, 7"V, ] } :

Para una métrica Ricci-plana como la (5.1]), el valor de expectacion de este tensor deberia ser
cero: (T'%) = 0. Asi, en una métrica Ricci-plana debemos asumir la siguiente condicion:

(5:8) (0] [.4*V3] [0) = (0] [*V, 7] [0).

5.1.2. Ecuacion de Dirac para espinores en 5D.

Si utilizamos coordenadas esféricas y el hecho que 74 = =e} 4A~0 la ecuacion de Dirac sobre la
métrica (5.1)), asume la forma
1 -
7° %at + o a[\/ (re| -2 ( L+1)w
v\ ov 2
5.9 + A [( — +—T| =0,
59 T [\ ) 30 T o

donde ~" se define
(5.10) 7" = y'sinf cosp + y%sind sing + y>cosb,

y los operadores de momento angular en 4D son

(5.11) i:(“ 9) L=7xp

0 o
tal que
= 0
"(SL) = (- O  sned
PE0) = 7 (oo o2
0 cos¢ 0
2 — —_— E—
(5.12) + v < cos@smqbae sin086>+7 sm@ae

Volvemos ahora a la ecuacion de Dirac en 5D (5.9)). Para resolverla podemos hacer el siguiente
ansatz: W(t,r,0,¢,) = U(t,r,0,$) Y(¢), tal que la ecuacion para Y(v) es

(5.1 (L) T+ Zriw)| = mxw),

siendo m = mg /1y una constante de separacion.
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5.1.3. La masa de los neutrinos desde un vacio en 5D.

La solucion de la ecuacion (5.13)) es

(5.14) T(6) = Yo (zfo)mﬂ,

donde Y es una constante de integracion. Para que la funcion Y (1) esté definida para todo
valor de la variable v debemos asegurarnos que mg tome valores enteros no acotados: mg =
.,2,1,0,—1,-2,.... Esto pareceria ser una forma de discretizaciéon de los valores que puede

tomar mg. En la Figura (5.1) se representa Y(¢)) para ciertos valores enteros de mg. Por otro
lado, para mg < 2 la funcion Y (1) tiende a 0 para 1) — Fo00, pero diverge para 1) — 0.

Y() Y®)
a) 3¢
)|
1|
: “lﬂ ¥
g 2 4
Y®)
3 3¢
© 2| X 2
1f 1F
s T Y e e
1} “1
2t -2¢
A3t _3t
YW) Y®)
0 3 D 3
2f 2f
1\¥ 1t
e e e e e
1} “1
2| —2f
Iat _3t
Figura 5.1: La funcion Y(¢) para diferentes valores de mg: a) mg =1, b) mg =0, ¢) my = —1,

d) mg=—2,e) my=—3and f) my=—4.

Hay que tener en cuenta que para |mg| par, la funcion Y(¢) es par mientras que para |mg|
impar la funcién es impar. Finalmente, uno podria distinguir entre dos diferentes casos:

(i) Para (¢ >0y mg > 0) o (o <0y mg < 0), uno obtiene m > 0.
(ii) Para (¢o >0y mo <0) o (o <0y mg > 0), la masa es negativa: m < 0.

El dltimo caso no tiene sentido en la fisica en 4D por lo tanto deberia ser descartado.
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5.2. Ecuacién de Dirac inducida en 4D para neutrinos masivos
en un espacio-tiempo SdS.

Ahora supongamos que el espacio-tiempo en 5D puede ser foliado por la familia de hipersu-
perficies {¥¢ : ©» = ¥p}. En cada hipersuperficie genérica ¥y la métrica inducida esta dada por
el elemento de linea en 4D

d 2
(5.15) dS2,, = —c2f(r)de® + ﬁ +12(d6? + sin20de?),
r
el cual describe un espacio-tiempo de Schwarzschild-de Sitter con una ecuacién de estado w =
P/(c?p) = —1. Si suponemos una foliacién estatica del espacio-tiempo 5D sobre la hlpersuperﬁme

Yo en 4D, el tensor energia-impulso 4D sera descrito por un fluido perfecto 7, B = e s BTup =
(pc? + P)uqug — Phag, donde p(t,r) and P(t,7) son la densidad de energia y la presion de la
materia inducida respectivamente. Ademaés, las cuadri-velocidades ua estz’m relacionadas con las
penta-velocidades U A a traves de uq = € Al 4, mientras que hag = eA eﬁ gap son las componentes
del tensor métrico en . Desde el punto de vista relativista, los observadores que estan sobre
>0 se mueven con U w = O Desde el punto de vista matematico, el teorema de Campbell-Magaard
(Campbell, 1926} Magaard}, [1963; Rippl et al., [1995; Dahia y Romero, 2002b} [2005) sirve como
vinculo entre variedades cuya dimensionalidad difiere en uno. Este teorema (ver , valido
para cualquier nimero de dimensiones, nos dice que cualquier variedad n-dimensional puede ser
local e isométricamente embebida en un espacio de Einstein n+1-dimensional, es decir que cada
soluciéon de las ecuaciones de Einstein en 4D con un tensor energia-impulso arbitrario puede
ser embebido en una solucién de las ecuaciones de Einstein en un vacio en 5D. Debido a esto,
el tensor T}, es inducido y reinterpretado en 4D como una manifestacion de la geometria del
embebimiento.
Las ecuaciones de Einstein en Y para la métrica , asumen la forma

df 87G o
1 -1 - 7
(5.16) ron 1S 2P
df 87G ,
(5.17) d —-1+f = o r°P.
La ecuacion de estado resultante es
3¢t 1
5.18 P=—p?=—_""__—

valida para un vacio dominado por la constante cosmoléogica Ag = 1/ 1/13 > 0, inducida a partir
de la dimension espacial extra.

Si tomamos una foliacién constante 1) = 1y # 0 en la métrica , obtenemos la métrica
. En tal caso la ecuacion efectiva de Dirac en 4D esté dada por

(5.19) 70\#(% + yé/{ia[éﬁqf] (2L+]I>xp+fquf_o

donde la funcién ¥ = W(t,r,0,¢) deberia ser real, m = mg/1o con mg = 2,1,0,—1,-2 ... y
se toma 1y # 0 para evitar el comportamiento divergente de Y (v = 1)p). Como consecuencia
la masa m queda discretizada. Este es un resultado muy importante que nos muestra como la
masa de los neutrinos en una métrica de fondo SdS en 4D puede inducirse a partir de espinores
no masivos y libres en un vacio en 5D. Resultados numéricos a esta ecuaciéon pueden hallarse en
(Zhidenkol, 2004)).
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5.3. Conclusion del capitulo

Se ha estudiado un formalismo para describir neutrinos masivos en 4D en la métrica de
un agujero negro SdS, que proviene de una métrica SAS pentadimensional extendida que es
Ricci-plana. Sobre esta tltima definimos un vacio y asi los espinores se consideran como campos
fermibnicos de prueba sin masa no interactuantes. Fisicamente, la métrica de fondo empleada
describe una extension en 5D de un espacio-tiempo SdS usual en 4D.

El tensor energia-impulso TW puede ser inducido y reinterpretado en 4D como una manifes-
tacion de la geometria del embebimiento, una vez que usamos el teorema de Campbell-Magaard.
Este teorema implica que cada solucién de las ecuaciones de Einstein en 4D con tensor energia-
impulso arbitrario puede ser embebido, al menos localmente, en una solucién de las ecuaciones
de Einstein en un vacidZ en 5D.

2es decir, al menos Ricci-plano.



Parte 111

Espinores en inflacion

Esta tltima parte ofrece un panorama donde se exploran las aplicaciones cosmoldgicas de los
campos fermiénicos en un contexto de materia inducida. Se busca consolidar el modelo de neu-
trinos masivos introducido en el capitulo previo, llevandolos a una métrica cosmologica (de Sitter)
v luego se estudia un modelo de condensado de espinores con una ecuacién espinorial de segundo
orden que resulte en un candidato valido para un campo de energia oscura.

En el Capitulo 6 llevaremos nuestra particula de prueba sin masa desde un vacio pentadi-
mensional al limite de una métrica cosmologica (de Sitter) en 4D, para recuperar la masa de los
neutrinos obtenida en el capitulo anterior. Notablemente, las soluciones al problema de modos
cuasi-normales no sélo presentan discretizaciéon en la masa, sino que la geometria del embebi-
miento impone ademés una cota a los valores positivos de dichas masas. S6lo pueden darse 2
particulas con masa no nula y una con masa cero. Nuevamente la ecuaciéon para la coordenada
extra manifiesta algtin tipo de confinamiento.

El Capitulo 7 presenta un modelo original para particulas de prueba fermiénicas sin masa en
un vacio en 5D que derivan en particulas masivas en una métrica cosmologica en 4D. Del estudio
de la ecuacién de segundo orden para el condensado de espinores se obtienen soluciones bosénicas,
una de las cuales (la de espin cero), satisface las ecuaciones de estado para un universo que se
expande en forma acelerada. Dichas soluciones son manifiestamente no-locales y asintéticamente
invariantes de Lorentz. Se estudia una interpretacion para la longitud de onda fisica basada en
un modelo cosmoldgico tratado en el Capitulo 3.






Capitulo 6

Ecuacion de Dirac en una métrica de
de-Sitter 5D para neutrinos masivos a
partir del formalismo de Materia
Inducida

Intentaremos aplicar el formalismo introducido en el capitulo anterior para estudiar neutrinos
masivos en una métrica de fondo de de-Sitter a partir de una métrica de de-Sitter extendida en
5D. En esta ultima, que resulta ser Riemann-plana (y por ende Ricci-plana), se define el vacio
para los campos de prueba sin masa con espin 1/2. Estos campos estan minimamente acoplados
con la gravedad y ademas son libres de cualquier otra interaccién. Veremos que las masas efectivas
4D de los neutrinos sobre una hipersuperficie pueden tomar sélo tres valores posibles, los cuales
estan relacionados con la foliacién estatica de la dimensién extra no compacta.

En modelos basados en supergravedad (Cremmer et al., [1983), se ha indicado la existencia
de ciertas particulas ligeras cuyas interacciones desaparecen a escalas cercanas a M = % ~
2,4 x 10'® GeV. Tales particulas no tienen nada que ver con los experimentos basados en colisio-
nadores, aunque podrian afectar el escenario estandar de la cosmologia del big-bang (Weinberg,
1982; |Krauss|, [1983; |(Coughlan et al.l [1983)). El gravitino, el campo de gauge asociado con la
supersimetria local (SUSY), es una de las particulas débilmente interactuantes en modelos de
supergravedad, y se espera que la masa del gravitino sea del orden de la escala tipica para la rup-
tura de la supersimetria. Cuando el gravitino decae en un neutrino y un s-neutrino, los neutrinos
de alta energia emitidos dispersan los neutrinos del fondo y producen leptones cargados (prin-
cipalmente electrones y positrones), que luego causan cascadas electromagnéticas y producen
abundantes fotones blandos.

Esto hace suponer que la propagacién de neutrinos debié ser muy importante durante in-
flacion. La cosmologia inflacionaria puede ser recuperada desde un vacio en 5D (Bellini, |2005;
Madriz Aguilar y Bellini, |2005; |Anabitarte y Bellini, 2006|). La teoria inflacionaria es muy con-
sistente con las observaciones actuales de las anisotropias en la temperatura del fondo cosmico
de microondas (Smoot et al., |1992)).

El modelo méas popular de inflacion superenfriada es inflacién cadtica (Linde, 1983)). En este
modelo la expansién del universo es producida por un tinico campo escalar llamado inflatén. En
alguna época inicial, supuestamente a la escala de Planck, el campo escalar era mas o menos
homogéneo y dominaba la densidad de energia, la cual permanece casi constante durante toda
la era inflacionaria.

Por otro lado inflacién puede ser recuperada a partir del teorema de Campbell-Magaard, el
cual sirve como puente para proyectarse entre variedades cuya dimension difiere en uno (Camp-
bell, |1926; Magaard, 1963; Rippl et al |1995; [Dahia y Romero, 2002bj, |2005)). Este teorema, el
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cual es valido en cualquier niimero de dimensiones, implica que cada solucién de las ecuaciones
de Einstein en 4D con un tensor energia-impulso arbitrario puede ser embebida, al menos local-
mente, en una solucién de las ecuaciones de Einstein en un vacio en 5D. Debido a esto, el tensor
energia-impulso en 4D podria ser una manifestaciéon reinterpretada sobre la hipersuperficie efec-
tiva 4D de la geometria del embebimiento. Fisicamente, la métrica de fondo empleada describe
una extension a 5D del espacio-tiempo usual de de-Sitter, el cual es el espacio-tiempo 4D para
una expansion inflacionaria, como se ha visto en el capitulo sobre inflacién en un espacio-tiempo
pentadimensional.

En este capitulo estudiamos la ecuaciéon de Dirac para neutrinos masivos en 4D que se pro-
pagan en una expansion de de-Sitter usando el formalismo de Materia Inducida (Overduin y
Wesson, |1997; (Wesson, 2006). En esta teoria los campos de prueba sin masa de espin 1/2 se
consideran libres de interacciones y minimamente acoplados con la gravedad por medio de una
métrica Ricci-plana en 5D en la cual esta definido el vacio fisico. Este enfoque es apenas di-
ferente (aunque complementario) al abordado por P.S. Wesson en (Wesson, [2011), ya que se
pone énfasis en las propiedades geométricas de los campos espinoriales en 5D. Una vez hecha la
foliacién estatica sobre la coordenada extra, estos pueden considerarse neutrinos masivos en 4D.
Si bien todos los trabajos que involucran espinores en espacios curvos son de naturaleza clésica,
claramente invitan a un cuidadoso exdmen del cuadro correspondiente en el caso cuantico. Una
de las caracteristicas que derivan del formalismo de materia inducida en el caso espinorial es que
la cuantizacion de los campos depende del gauge utilizado. Esto dltimo puede parecer un proble-
ma, aunque existen indicios experimentales que apoyan las interpretaciones fisicas en este sentido
(Wesson, 1981} 2005|). Si bien existen otras publicaciones dentro de esta misma linea, en todas
ellas se omite el proceso de analizar una foliacion especifica, lo que implica el uso del teorema
de Campbell-Magaard. En este capitulo se aborda este aspecto precisamente y las consecuencias
cosmolobgicas que de ahi surgen.

6.1. Algebras de Clifford en 5D y espinores

Consideremos la métrica de Ponce de Leén (Ponce de Leon, [1988)

2
(6.1) ds? = (i’) [dﬁ - th/%dR?] — P,
0

La hipersuperficie 4D que resulta de hacer la foliacién ¢ = 1)y describe un espacio-tiempo de
de-Sitter. Desde el punto de vista relativista un observador que se mueve con penta-velocidad
Uy = 0, se moverd sobre un espacio-tiempo que describe una expansion de de-Sitter con curvatura
escalar YR =12 / 1/18 =12 Hg, tal que el parametro de Hubble se define por la foliacion Hy = v, L

Al hacer la foliacion, recuperamos la métrica efectiva en 4D
(6.2) dS? — ds® = dt*> — 2ot dR?,

que describe un universo en expansion de de-Sitter, espacialmente plano, isotrépico y homogéneo
en 3D con un parametro de Hubble Hy constante.

Para definir un vacio en 5D, consideraremos ademés la Lagrangiana utilizada en el capitulo
anterior para un espinor sin masa en 5D minimamente acoplado a la gravedad. El formalismo
que utilizaremos es el mismo, salvo por la elecciéon de la péntada.

La péntada e relaciona la métrica extendida con el espacio-tiempo de Minkowski 5D
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escrito en coordenadas Cartesianasﬂ dS? = dt? — (dx? + dy? + dz?) — dyp?

23 0 0
SR 0
(6.3) ef = ( % ) et/vo

0
0 0
0 0
0 0
Las matrices de Dirac v* (no curvas) son representadas en el espacio Lorentziano (hiperbolico)
en vez del espacio Euclideo, y se pueden describir usando el dlgebra de Clifford (Groves et al.,

2002; Camporesi y Higuchil [1996)), {’y“, ’yb} = 211, Salvo por un coeficiente imaginario que las
multiplica a todas, coinciden con la base utilizada en el capitulo previo.

0 __ I 0 1 _ 0 O'1
Y= 0 —I ) 7= _0_1 0 )
0 o2 0 o3
2 _ 3 _

tal que 7* = 799192~3, y las ¢ son las matrices de Pauli.

(6.4)

Esta eleccién responde a que vamos a resolver un problema de naturaleza cuéntica, aunque el
resultado se obtiene en un marco cosmolégico. Los sistemas coordenados Lorentzianos y Euclideos
estan relacionados a través de una transformaciéon conocida como rotacion de Wick, que consiste
en permitir que la coordenada ¢ de la métrica de Minkowski tome valores imaginarios, es decir
t = iT. Se puede pasar asi de la métrica de Minkowski ds? = —(dt)? + dz? + dy? + dz?, a una
Euclidea ds? = dr? + da? + dy? + dz?, y viceversa. Ciertos problemas pueden resolverse mas
facilmente en uno de los espacios y luego volver al otro haciendo la transformacién inversa sobre
la solucién buscada. Las matrices adoptan diferentes representaciones segtin se esté trabajando
en un espacio u otro y se pueden transformar por este método. Por ejemplo, para una signatura
(+1,—1,—1,—1) se puede partir de

(6.5) )= ( o, )

en el espacio Lorentziano, y llegar a
0 io?
2 _
(66) YE = < _,L'0.2 0 >a

en el espacio Euclideo. Notese que esta tltima verifica {fy%, 'ybE} = 20%°IL.

6.1.1. Separacion de variables para la ecuaciéon de Dirac en 5D

Finalmente, usando el hecho que 4 = eg"ya, la ecuacién de Dirac en la métrica (6.1)) se puede
escribir
(6.7) iy AV AT =0,
donde usamos coordenadas Cartesianas para describir la hipersuperficie Euclidea en 3D. La
ecuacion de Dirac (6.7) puede ser escrita como sigue

) ]
(6.8) iyt el 940 + §7“ ['yb,'yc] ee? gpp (8A6DC +TR4e2) U =0.

'El simbolo 84 denota la derivada parcial con respecto a z y n.s = gape’sels representa al espacio-tiempo
de Minkowski en 5D en coordenadas Cartesianas.
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Los simbolos de Christoffel de segundo tipo no nulos, son

t

0 Lo _po 1o e rlo—2 —r3 = 1
04 — ¢’ 11 — 122 =133 = 77[)0 ’ 01 02 — 103 — wo’
9.t t
1 P e %o 1/)
(6~9) Fh = F24 = F§4 = Fgo = 727F4111 = ng = ng = .
(0 0 s

Entonces, la ecuacion de Dirac (6.7) en la métrica 5D Riemann-plana (6.1)) resulta

R RO R R o

Para llevar a cabo la separacion de variables adoptaremos el método introducido por G. V.
Shishkin en (Shishkin y Villalbal [1989). Después de manipular algebraicamente la ecuacion (6. 10))
podemos escribir

(6.11) (f(04 + fflzs) ¢ =0,

dond f(04613 = k® = —K123¢ y & = v994W. Los operadores de separacion K04 y Klgg estan
dados por

N 0 3 1 0
6.12 Koa 0 WO( +> + —tet/vo ( +2>] 04
(6.12) [ve a0 ) T e ww Yoy
. 0 0 0
|19 2 U 30| 0.4
(6.13) Kio3 = {’Y o + By + az} e

tal que debe satisfacerse el conmutador [K’M,R’lgg} ® = 0. Dado que la métrica 1) es 3D

espacialmente isotrépica, una expansion en términos de funciones armoénicas satisface [a ecuacion
asociada al operador Kio3. De esta forma podemos escribir

(6.14) O(t,z,y,2,1) ~ Bo(t, 1) e'* 7,

tal que k es el vector de onda para la propagacion en el espacio Euclideo 3D, homogéneo e
isotropo. La parte dependiente de ¢ y i se obtiene al resolver

(6.15) Koa®o(t, 1) = k ®o(t,1)),

siendo k = ]?]

Después de repetir el procedimiento de separacion, algunos calculos nos permiten expresar

(6.16) (f(o + f(4) Y(t,¢) =0,
tal que
(6.17) KiT=MY=-K,T,

donde hemos usado la expresion Y (¢, 1)) = (70)*1 Do(t, 1), vy

(6.18) KO — [74 <8 + 22}()) _ er—t/¢0:| ,YO
(6.19) Ky = [701; <¢£ZJ + 2)}

{Los subindices en los operadores denotan las variables que figuran explicitamente en ellos. Ademas, partiendo
de Ki123® + k® = 0 y haciendo det(iy*kq + k) = 0, podemos evaluar la constante de separacion: k = |k|.
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que cumplen con el conmutador {IA(O,IAQ} T = 0. De la primera ecuacién en (6.17)), con la

separacion de variables
(6.20) T(t,v) = To(t) A(),

obtenemos la ecuacion diferencial para A(2))
(6.21) 2 4 2 A= MA,

que es igual a la ecuacion obtenida en el capitulo previo y en (Sanchez et al. 2011a) pero en un
contexto diferente. La solucién para esta ecuaciéon es

(6.22) AW) = Ao <;‘;) "

donde Ag es una constante de integracion y M = M/ es una constante de separacion de
variables. Para My < 2 la funcion A(v) tiende a 0 para v — +o00, pero diverge para 1) — 0. Para
que la funcion A(v)) sea finita (excepto en el origen) y quede definida en todo el eje 1, debemos
pedir que My tome valores enteros y My < 2: My = 2,1,0,—1,—2,—3,—4,.... Una propiedad
interesante es que para el caso de |My| par, la funcion A(v)) es par y para |My| impar, la funcion
A() es ademés impar.

6.2. Ecuacion de Dirac efectiva en 4D para neutrinos masivos en
un espacio-tiempo de de-Sitter

Supondremos que al hacer una foliaciéon estatica del espacio-tiempo en 5D inducimos la
hipersuperficie ¥ en 4D, sobre la cual el tensor energia-impulso se describe por un fluido perfecto

Top = eﬁeﬂBTAB‘¢ = (p + P)uqug — Pheg, donde p(t, 7,40) y P(t,7,10) son la densidad
0

de energia y la presiéon de la materia inducida, respectivamente. Las 4-velocidades u, estan
relacionadas con las 5-velocidades Uy por u, = eﬁU A, Y hap = eﬁeﬂB gap son las componentes
del tensor métrico en .

Hemos visto en el capitulo (citar capitulo) que el teorema de Campbell-Magaard (valido en
cualquier nimero de dimensiones) nos permite embeber, al menos localmente, cada solucion de
la ecuacién de Einstein en 4D con tensor energia-impulso correspondiente en una soluciéon de las
ecuaciones de Einstein en un vacio en 5D. Debido a esto, el tensor Tw/ es inducido como una
manifestacion en 4D de la geometria del embebimiento.

Si tomamos la foliacion constante ¥ = 1)y # 0 (para evitar una posible divergencia de
A(¢ =9 = 1/Hp)) sobre la métrica obtenemos la métrica (6.2)), y la segunda ecuaciéon en

(6.17) toma la forma

d  3H,
(6.23) [7470 <6t + 2°> — voke_HOt] To(t) = M Yo(t),

donde M = My/¢y = My Hp es la masa inducida de los neutrinos en el espacio-tiempo de
de-Sitter (6.2). Si consideramos

_( T )
(6.24) To(t) = ( T )

entonces T?\/l (t) y wa(t) seran soluciones del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales aco-
pladas:

i (0 3Hy\ v, it
(6.26) —% <§t + 32H°> Th+ (M + ke ™1, = 0.
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Uno puede trabajar con ambas ecuaciones, (6.25) y (6.26) y obtener las dos ecuaciones dife-
renciales desacopladas

921, L Ho(3M 4 4k et arl,
12 (M + ke=Hot) "t
3HE ke ot 9H?
+
2(M + ke~Hot)y © 4
921, L Ho(3M — ke M) aTL,
12 (M — ke=Hoty 9t
3 HE ke~ Hot 9H?
_l’_ —
(M — ke-Hot) © 4

(6.27)

. (M2 _ k_262H0t):| fr?]\w _ 07

(6.28) + [— 5 (M? — k:262H0t)} T, =0.

Las soluciones generales de (6.27)) y (6.28) sonE|

i

_ 34 M
TE\Z’U (t) = e¢?oke " {01 e_[2+Ho]HOt HeunC |ai, o, —2,0, 1, Fx(t)]

M

HTJHOI‘/ HeunC [ i, —a, —2,0,1, :Fl'(t)]} )

3_
2

(6.29) + CQ 67[

donde HeunC [ i, o, —2,0, 1, F2(t)] y HeunC [« i, —cr, —2,0, 1, Fx(t)] son las funciones confluen-

tes de Heun con argumentos Fz(t) = :F% e~ Hol 'y pardmetros (ai, Fa, —2,0,1). Aqui
M
= 2—.
a Ho

Es importante notar que para tiempos grandes las funciones de Heun tienden asintéticamente a

(6.30) HeunC [ i, o, —2,0, 17:Fx(t)”H0t>>1 — 1,
(6.31) HeunC [ovi, —ar, =2, 0, 1, Fa(t)]| grppsq —> 00-

)

se comporten correctamente a tiempos grandes de inflacion, el
3 M
[+ ot

Para que los espinores Tg\j‘,’i

argumento [% + HMO} de la exponencial e debe ser positivo o cero, y Co = 0. Este

requerimiento sélo fija una cota inferior sobre My, de forma que —% < My < 2. Entonces, para
M positivo hay tres posibles valores de masa

(6.32) My =0, M,=H,  Ms=2H,.

Este resultado es muy importante. Sabemos que al final de inflacién el valor del horizonte de
Hubble era del orden de (¢/Hp) ~ 10~°cm, mientras que el valor actual es (C/Ho) ~ 10%8cm.
Por lo tanto, haciendo una extrapolacion a los valores actuales del parametro de Hubble, Hy ~
10733 Hy, las masas actuales de los neutrinos serian

(6.33) M, =0, My = Hy =10""2eV, My = 2Hy ~2 x 1072 eV,

donde hemos tomado Hy ~ 107G ~1/2 como el valor del parametro de Hubble al final de inflacion.
Estos ultimos resultados estan en concordancia con la estimacion actual de las masas de los
neutrinos (Gonzalez-Garcia y Nirl [2003).

3En el caso de M = 0, ambas soluciones Tﬂ’ié (t) son iguales y la solucién general toma la forma

T -3\ . k  _g E _g
Tngé(t):e 2 Ot{(hsm {Foe Ot} + C2 cos {Ee “t}}.
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Se sabe que existen tres tipos de neutrinos, los que corresponden a cada tipo de leptén
(sabor): neutrino electréonico, neutrino muénico y neutrino tauénico junto con sus respectivos
antineutrinos. Los neutrinos son capaces de cambiar de sabor aleatoriamente, un proceso que
se denomina oscilacion de los neutrinos (Cohen et al., 2009; An y Daya Bay Reactor Neutrino
Collaboration Group| 2012; Nakamura y Particle Data Group, [2010). Dado que el proceso es
al azar, las proporciones de cada sabor se reparten aproximadamente por igual (1/3 para cada
familia).

El Modelo Estandar de Particulas supone que los neutrinos son no masivos, sin embargo se
ha establecido experimentalmente que el fenémeno de oscilacién de los neutrinos requiere que las
masas sean no nulas (Valle, [2006; Fogli et al. |2012)). En la oscilacion, los estados de sabor de los
neutrinos se mezclan con los estados de masa. Esto se puede implementar de dos formas; si la
masa es generada por el mecanismo de Dirac, la particula no tendra otras interacciones aparte
de la de Yukawa. Este caso es el del neutrino estéril. En el otro caso la masa es generada por
el mecanismo de Majorana, el cual requiere que el neutrino y su antiparticula sean la misma
particula.

La cota superior mas importante para la masa de los neutrinos proviene de la cosmologia
(Battye y Moss|, [2014). El modelo del Big Bang predice que existe una relacion fija entre el
ntimero de neutrinos y el nimero de fotones en el fondo césmico de microondas. Si la energia
total de los tres tipos de neutrinos superara un promedio de 50 eV por neutrino, habria suficiente
masa en el universo para que éste colapse. Una restriccion mucho més rigurosa proviene del
analisis cuidadoso de los datos cosmolégicos, como la radiaciéon coésmica del fondo de microondas,
estudios de galaxias, y el bosque Lyman-alfa de lineas espectrales. Estos indican que la suma de
masas de las tres variedades de neutrinos debe ser inferior a 0,3 eV.

En realidad la masa de los neutrinos es, por lo menos, diez mil veces menor que la del electrén.
Esto implica que los neutrinos viajan a velocidades muy cercanas a la de la luz. Por esta razon,
en términos cosmologicos al neutrino se le considera materia caliente, o relativista. Previamente
se consider¢ la posibilidad de que la masa de los neutrinos podia tener una contribucién dentro
de la materia oscura del Universo. Sin embargo, resulté que la masa del neutrino era demasiado
pequena para ser tenida en cuenta en la colosal cantidad de materia oscura que se calcula que
existe en el universo. Por otra parte, los modelos de evolucién cosmolégica no concordaban
con las observaciones al introducir materia oscura caliente. En estos modelos las estructuras
se formarian de mayor a menor escala, mientras que las observaciones parecifan mostrar que
primero se formaron los condensados gaseosos, luego estrellas, luego protogalaxias, luego ciimulos,
supercimulos, etc. Las observaciones, asi, encajaban més con un modelo de materia oscura fria.
Por este motivo se consider6 inicialmente la idea de que el neutrino contribuyera a la masa total
del universo.

Desde el punto de vista experimental, la tarea de determinar la escala de masas del neutrino
ha sido dominada por cotas inferiores provenientes de los experimentos en fisica de particulas,
complementados por cotas superiores que provienen de la cosmologia.

Finalmente, para tiempos grandes la solucién puede ser aproximada por

() ~ :FHike*HOf _[%_A,_IJ{L{]HM
(6.34) TM (t) — Cipe" Ho e o 7

donde el espinor puede normalizarse utilizando la técnica del vacio de Bunch-Davies.

6.3. Conclusiéon del capitulo

En este capitulo se estudio la ecuacion de Dirac efectiva y sus soluciones para neutrinos
masivos en una expansion de de-Sitter en 4D a partir de una métrica de fondo extendida en
5D. Sobre esta métrica de de-Sitter extendida en 5D (Riemann-plana) se defini6 un vacio para
campos no masivos de espin 1/2. Dichos campos estan libres de interacciones y minimamente
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acoplados con la gravedad. Después de hacer la foliacion estética estos campos adquieren una
masa inducida en la métrica efectiva en 4D (6.2)). Sin embargo, la masa de los neutrinos puede
tomar solo tres posibles valores: My = 0, My = Hy = 1/¢g y M3 = 2Hy = 2/1)9. Notese que
dependen de g, que es el valor tomado para foliar la coordenada extra. Desde el punto de vista
fisico los valores de masa dependen de la constante de Hubble durante inflacién, siendo éste un
parametro en principio medible.

Al extrapolar el valor actual del parametro de Hubble la masa més grande My deberfa tomar
un valor ~ 2 x 107'2eV. Este es un resultado muy fuerte que asegura que las masas efectivas
de los neutrinos en 4D son inversamente proporcionales a la foliacién, 1 = 1y, y muestra como
la masa de los neutrinos en un espacio-tiempo de de-Sitter en 4D puede ser inducida a partir de
tres espinores de prueba no masivos y libres sobre la métrica extendida en 5D. Cabe senalar que
si bien la métrica extendida en 5D es Riemann-plana (y Ricci-plana) los simbolos de Christoffel
de segundo tipo Féc en general son no nulos.

Més importante atn es que las masas de los neutrinos cosmolégicos dependen de la escala de
energia del universo, puesto que dependen del parametro de Hubble. Sin embargo este resultado
debe tomarse con cuidado ya que hemos despreciado cualquier tipo de interaccién del espinor
con otros campos.



Capitulo 7

Energia oscura primordial desde un
condensado de espinores en un vacio en

5D

Versiones més actuales de la Relatividad General en 5D han dejado de lado las condiciones
de cilindricidad y compactificacién utilizadas en teorias tipo Kaluza-Klein que causaban pro-
blemas con la constante cosmolégica y las masas de las particulas, considerando solamente una
dimensién extra no compacta. El problema principal de aquellos enfoques radicaba en saber si
las propiedades de la materia en cuatro dimensiones pueden verse como de origen puramente
geométrico.

En particular, el formalismo de materia inducida (Wesson, 1992; Overduin y Wesson, (1997)
estd basado en la suposicion de que la materia ordinaria y los campos fisicos que observamos en
nuestro universo 4D pueden ser geométricamente inducidos a partir de una métrica Ricci-plana
5D con una dimension espacial extra no compacta, sobre la cual definimos un vacio fisico. El
Teorema de Campbell-Magaard sirve como puente para moverse entre variedades cuya dimension
difiere en uno (Campbell, [1926). Se puede decir que debido a este teorema cada solucion de las
ecuaciones de Einstein en 4D con tensor energia-impulso arbitrario pueden ser embebidas, al
menos localmente, en una solucién de las ecuaciones de Einstein en 5D en un vacio relativista:
Gap =

Como resultado de esto, haciendo una foliacién estatica sobre la coordenada espacial extra,
es posible obtener un universo efectivo en 4D que sufre una expansion exponencial acelerada
impulsada por un campo escalar efectivo con una ecuacién de estado tipicamente dominada por
vacio (Feinstein, [2002; Sami, [2003; Ledesma y Bellini, [2004; Bellini, 2005)):

P =—p.

Un problema interesante de la cosmologia moderna radica en explicar el origen fisico de la cons-
tante cosmolbgica, la cual es responsable de la expansién exponencial inflacionaria del universo
temprano. La explicacion estandar para la expansion primordial del universo es que es impulsada
por el campo inflaton (Guth) 1981)). Otra linea de investigaciéon apunta a que dicha aceleracion
(asi como la expansion acelerada del universo actual) podria ser impulsada por algiun tipo de
energia exoética llamada energia oscura. Los parametros de este campo deben estar finamente
sintonizados con el fin de describir la versiéon més adecuada de inflaciéon y con una magnitud
aceptable para las perturbaciones en la densidad (Linde, 1983)). La necesidad de este campo es

'Se consideraran letras maytsculas A, B = 0, 1,2, 3,4 en un espacio-tiempo 5D extendido de de-Sitter, mientras
que las minusculas a,b = 0,1, 2, 3,4, estaran reservadas para un espacio-tiempo de Minkowsky en 5D. Como es
usual en 4D, indices griegos corren como «, 3 = 0, 1,2, 3 e indices latinos i,j = 1,2, 3. Tanto en 5D como en 4D,
la parte 3D Euclidiana se toma en coordenadas cartesianas
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una de las caracteristicas menos satisfactorias de los modelos de inflacién. Consecuentemente,
creemos que vale la pena explorar variaciones de inflacién en las cuales el rol del campo escalar
lo cumple algtin otro campo que no decaiga (o lo haga muy lentamente) durante la expansion
inflacionaria (Ford} [1989; Koivisto y Mota, 2008b)). De existir un campo con estas propiedades
serfa un candidato interesante para explicar fisicamente la existencia de la constante cosmologica.
Estudiaremos un modelo de la expansién de de-Sitter, debido a que describe una expansion de
vacio producida enteramente por una constante cosmolégica. Intentaremos describir la expansiéon
producida por un condensado de espinores, dado que se comportan como un par de bosones (uno
escalar y otro vectorial) acoplados. Esta idea ha sido seguida recientemente en un formalismo en
4D (Lee, |2012). En esta tesis se presentara una formulacion alternativa que consiste en considerar
los espinores sobre un vacio en 5D, para luego estudiar su dinamica sobre una hipersuperficie
de-Sitter 4D. Este capitulo esta basado en un trabajo previo (Sanchez y Bellini, 2013) y sera
extendido en esta tesis.

7.1. Lagrangiana efectiva en un espacio Riemann-plano en 5D

Estudiaremos la posibilidad de que la expansién del universo pueda ser impulsada por un
condensado de espinores los cuales estan libres de interacciones en el marco de un vacio relativista
penta-dimensional. Dicho vacio estd definido en un espacio-tiempo de de-Sitter extendido el
cual es a su vez Riemann-plano. Dado que el marco teérico que empleamos es el de materia
inducida o Space-Time-Matter la coordenada extra se considera no compacta. Después de hacer
una foliacién estatica sobre la coordenada extra obtendremos una métrica efectiva inflacionaria
en 4D que describe una expansion de de-Sitter. Mostraremos que el condensado de espinores
estudiado podria ser un candidato para explicar la presencia de energia oscura en el universo
primordial. Un resultado interesante y a la vez sorprendente es que la energia de dicho condensado
estd ingresando continuamente en el horizonte causal del universo acompafniando la expansion del
mismo. Este ultimo punto podria ser determinante en la aceleraciéon que sufre la expansion de
nuestro universo (ver seccion [3.2.2.2).

Estamos interesados en un espacio-tiempo Riemann-plano en 5 dimensiones con un elemento
de linea

(7.1) ds? = (‘Z’

Yo
donde ¢, x, y, z son las coordenadas locales usuales y 1 es la dimensién espacial extra no compacta.
Si hacemos la foliacion constante ¢ = g, la hipersuperficie resultante en 4 dimensiones describira
un espacio-tiempo de de-Sitter. Un observador relativista con una penta-velocidad U* = % =0,
se movera en un espacio-tiempo equivalente a una expansién de de-Sitter, tal que el parametro
de Hubble estara definido por la foliacién Hy = wi

0
Después de hacer la foliacion, recuperamos la métrica efectiva en 4 dimensiones

2
) [dtZ eV (da? + dy? + sz)} — A,

(7.2) dS? — ds? = dt* — e2Hotay?,

la cual describe un espacio tridimensional plano, homogéneo e is6tropo que se expande en un
universo con parametro de Hubble Hj.

Desde el punto de vista fisico consideraremos la accién & = f d®x [% + Ly f], donde la
densidad Lagrangiana efectiva en 5D para un condensado de campos espinoriales libres es

(73) Logp = —5(VAT) (VD).

Si R es la curvatura escalar asociada a (7.1)) y gap las componentes del tensor métrico, aplicando
el principio variacional con respecto a gap se pueden obtener facilmente las ecuaciones de movi-
miento. Las ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos ¥ y ¥ surgen al hacer las siguientes
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derivadas funcionales:
0Ly
ov
0Ly

A5(VAT)
SLess
dgMN

= 0,
1
= —-VaVAY,
2
1 — 1
— EVM\IIVN\II + 5VPJMNP,
donde la corriente efectiva JMNP es simétrica con respecto a la permutacion de M y N

(7.4) JUNE = — (VME NPy + IvM D)

1
8

y fNP = [’yN AP ] es antisimétrica (Bohmer et al., 2010). En este punto estamos en condiciones

de introducir el tensor energia-impulso 7MY = 2?;\% —gMN ¢, if
_ 1 _
(7.5) TMN — VM\IIVN\I/+VPJMNP+59MN (gap VAOIVPYD).

Aplicando la condicion de compatibilidad de la métrica Vg% = 0, se obtiene
(7.6) VAVAT = V4 (¢4BVRT) = (Vag?P)VET + ¢ PV VET =0,
y la ecuacién para el espinor ¥ toma la forma:

(7.7) g BV AV RT = 0.

El mismo procedimiento se puede usar para obtener la ecuacién para el campo V.
Por otro lado, de las ecuaciones de Einstein en 5D para la métrica Riemann-plana sabemos
que:

(7.8) (0[TAB|0) =0,

donde (0|T45|0) denota el valor de espectacion de Typ en el estado de vacio |0). Sobre este
altimo punto volveremos mas adelante.

7.2. Formulacion tensorial de la ecuaciéon de movimiento

Usando el formalismo previamente introducido, la doble Nabla aplicada a un espinor se puede
expresar explicitamente

ViVl = aAVB\I/ +T'4Vp¥ — wABCVC\I/

1 1 1
= 040V — ZaAwBab')’a'Yb‘I/ — w104V — ZwAab'Ya'YbaB‘I/

4
1 1
(7.9) +T6WAabWBCd'7a'Yb'7c7d\I’ —wup 0oV + ZWABCWCab'Va'Yb‘I’-
donde la conexién de espin es wﬂjb = —ey' [0M6AbgAN + eBbgABFNAM] y Iy = —lw]\‘}[b [Yas Vo)

ﬂ Asi, después de reemplazar la tltima expresion en la ecuaciéon de movimiento ((7.7) obtenemos:
1 1
9P 0405Y — §9ABw(AabUabaB)‘I’ — g"Pwag 0cV + EQABaAwBabUab‘I/ +

1 1
(7.10) +EQABwAawaCdO'abO'Cd\I/ - ZgABwABCwC“baab\Il =0.

2Los tensores pueden escribirse usando la péntada e”: y su inversa €%, de la siguiente forma e’ e, = 68, tal
que

A B
Nab = € o€ pbgAB;

donde 74 es el tensor métrico de Minkowsky en 5D con signatura (4, —, —, —, —).
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ba

Aqui hemos usado v,7 = %{’ya, W} + %[’ya, Y] = gapl + oap, la antisimetria de w = —w, 2y
el resultado w J\jb%% —w J\jbaab.

Si utilizamos las expresiones

I a4 1 ap

b b
597 W oadp) ¥ = 59 w00V,
C d D _ C
wap' = wA" gpBeq €.
AB c de, A, C
g Wap = Wy €g €.,

entonces la ecuacién de movimiento para ¥ asume su forma final

(7.11)

1 AB,  a
+169 WA

1 1
g Po,050 — igABwAabaabaB‘li — wAabeaAebcac\I/ + ZgABﬁAwBabaab\IJ

1
waCdaabacd\II — ZwA“beaAeb CwCCdUCd\If =0.

Expresada en componentes del espinor, esta ecuacién se desdobla en cuatro ecuaciones di-
ferenciales parciales acopladasﬂ El conjunto de ecuaciones resultante es intratable, por lo que
intentaremos redefinir los campos con la idea de encontrar una dindmica que minimice el aco-
plamiento de los campos.

7.3.

Solucién basada en un mapeo conforme

Proponemos la siguiente transformaciéon sobre las componentes del espinor

()
P2

donde
(U _( V3
¥1 Uy )7 P2 v,
3
2 42 2 2
@ . 7% 8\1/2 71/% 6‘1/2 o .8\113 . 71&L 8‘1’3 . E . 7% 8\114 . 7% 8\114
w(“” “or T ey T ¢ e e T M T gy
o\ ? 9° W, Po\* 2t ar W By dWs o — L OV, 40¥, 1
(%) % ¢V T TR s T oy Tt
Yo ~49% , -40% 0¥ 500 15 o7 O -5 0%
¢2(e “or € gy T T ey Tiggetatie gy T gy
2 a3 2 2
wo . 7% (9\114 __t 8\114 _8\111 7)4 8\111 .15 7% 3\112 . 7% 8\112
ﬁ<—ze ’/oﬁ—e Yo ay +1 5% € Yo EP —&—z%\h—e Yo B +ie Yo ——
o) 9°¥, W) gy, PV B0V o 00 40T 1o
<w o o) ¢ VT Tyr e TR e Ty e TaE T
Yo _t OU,y _t gWy OWy 740 AP 15

. . .t OWg _t OWUs
PO _omwg L2 _jemwe L 4 Y02 90 222 4 22, — e W0 228 wg L3
( € o T gy Ty T g, Tigg, e gy te 8y)
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Las ecuaciones de movimiento para las componentes redefinidas de los campos ¢ y 2 adoptan
la, formal]

~ 3o dp1 4 Dpr 1 Wo -t B
Qp1 + —5 w2 ot v v + 12 Y1 — 11’2 e %0 o ?g@l =
B . e
(7.12) - @!)2 R e L Vs
~ 3 0 4 0 _t
o Yo Opa 4 Opo N 2¢2+ %6%7'?902:

¢2 ot Y 0y 41 P2
iy Op1  3i (I —
7.13 _ Wodh S W e 7Y
(7.13) 2 ot 22ty 7
La estructura de estas ecuaciones se puede simplificar aiin mas si usamos un mapeo conforme,
definiendo dos nuevos campos complejos 1 = 1 + ips vy P_ = 1 — iws. Reescribiendo las
ecuaciones ([7.12)) y (7.13) en términos de los nuevos campos, conseguimos desacoplar la pri-
mera ecuaciéon que resulta asi homogénea; por otra parte en la segunda ecuacién, que resulta
inhomogénea, el acoplamiento es un término fuente que depende solamente del campo P .
~ 4% o, 4 09, 5

7.14 ) — o, =0
( ) % + + 7112 ot w 8w 4w2 + )

2 ob_ 4 09_ 7 2 _t

wo ! '(go € ? ?q)+

(7.15) -+ o v ow TaEY T

Después de unos pocos céalculos podemos escribir la densidad Lagrangiana en los nuevos campos

1
(7.16) Lepr = —5 (Vay Vo1 + Vagy Vi),

o, alternativamente, puede escribirse como funcién del par @4, ®_ con 1 = 3 (P4 + @), p2 =
1

L(®, —d_):

24 ( +

1, - _
(7.17) Lep == (Va®s VA, + V43 VAD_).

Vemos que estos campos efectivos, que provienen de estados con espin £1/2, tendran espin
0 o £1. Es decir, obtenemos un campo escalar y otro vectorial. De las ecuaciones y
podemos inferir que la ecuacién para @, describe un campo escalar isotrépico, mientras que la
ecuacion para ®_ describe un campo vectorial, cuyo acoplamiento con @ introduce anisotropia.

Como sabemos @ es un espinor de dos componentes, las cuales satisfacen la misma ecuacién
de movimiento ; como es usual en lenguaje espinorial, la degeneracién de las componentes
convierte a dicho espinor en un campo escalar.

El campo ®_ tiene una mezcla de componentes que proviene del acoplamiento con @, en la
ecuacion ([7.15)). Este espinor de dos componentes finalmente puede reexpresarse como las tres
componentes de un campo vectorial en E3 (ver Capitulo 1 en (Hladik, |1999)). Como dijimos, en
este trabajo solo nos interesan las aplicaciones fisicas del campo @ .

4En lo que sigue adoptaremos las siguientes convenciones [7 denota el vector de Pauli, cuyas componentes

son las matrices de Pauli]:
S (P (o)~ e e
s (w o \w) oV g

? = O'1’Z—|—O'2j+0’3i€,

R R )
7 ?(p = 01 8x+02 ay—|—03 9%
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La Lagrangiana efectiva y el tensor energia-impulso provienen de un vacio en 5D y estan
directamente relacionados con observables cosmolégicos, los cuales queremos evaluar pero en 4D.
Los observables a los que nos referimos son la densidad de energia y la presion, y se obtienen de
la parte diagonal del tensor energia-impulso. Aplicando la foliacién constante podemos recuperar
estos mismos observables en 4D pero ya no en un vacio. Veremos que los términos de Typ que
provienen de derivadas respecto de la coordenada extra deberan ser interpretados como fuentes
dinamicas (o potenciales) sobre una hipersuperficie 4D. Cuando estos potenciales efectivos sean
proporcionales a la norma cuadrética de los campos, la constante de proporcionalidad podra ser
interpretada como la masa cuadratica de los mismos sobre la hipersuperficie 4D.

7.3.1. Solucién asintética en 4D a partir de la solucién 5D del campo ¢,

Para resolver la ecuacion diferencial parcial ((7.14) usaremos el método de separaciéon de

variables. Planteando una solucion del tipo ® (¢, 7, 1)) ~ T,.EJF)(t) R(7) A (¢)) obtenemos el
siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias:

a2t 4 ol

(7.18) e Tue o (rﬂe‘% - Mf) T =0,
0
(7.19) V2R + Kk?R =0,
A 4 9AH) (¢0>2 ( 5
7.20 = + (= —M2>A<+>—o.
(720) sir Ty T\w) \ag M

donde k = | k| y M; son las constantes de separacion. La ecuacion |} tiene una solucion que
puede escribirse en términos de un frente de onda plano

rid
R(7) = e* kT,
La ecuacion ([7.20) tiene solucién general

" -3 \/1+ M2 " =341+ M2
AP () = ¢ <> +Cy <> .
Yo Yo
Dado que estamos interesados en soluciones estaticas localizadas, o sea aquellas que decaen
a cero cuando % tiende a infinito, debemos hacer Co = 0. De esta forma resulta que n =

% + 1+ Mfwg con n € RT. Con esta eleccion, para que la masa M12 = (n—i% > 0 se debe
tomar n > %

La solucion para los modos dependientes del tiempo del campo @, ecuacion ((7.18)), puede
expandirse en términos de funciones de Hankel de primer y segunda especie,

€—H0t>_|_047_[1(/2)(i e—Hot) ’

(7.21) T (1) = ¢~ 2Hot [03 HO (L
Hy

v Hy

donde v = /4 + M%?/}% > 2. Con la normalizacién de los modos podremos evaluar las constantes
C3 y Cy. Para ello aplicamos la técnica del vacio de Bunch-Davies (Bunch y Davies, |1978)), que
consiste en calcular el conmutador del campo generalizado con su impulso canénic

(7.22) [<I>+(t, TOHGY), Dy (T, Ho_l)} — (T — ),
donde
_ 1 o0 3 i -
Oy (t, 7, Hy') = (%)3/2/0 &’k [an@Jr,n(t,?,HO Y+ al®r (7, H 1)] ,

5Por simplicidad en la notacién hemos omitido los brakets para el vacio que encierran al conmutador, (0| ... |0)
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tal que los modos vienen dados por

d

O (6,7, HTY) = F 7T,
—

O (6T Hy ) = e ET(T) ().

Ademas, a, a,]; son los operadores de aniquilacién y de creacién del campo bosoénico efectivo.
Estos tltimos cumplen, [aﬁ,al,] = 53(? - ?’) y [aw, aw] = [aL,aL,] = 0. En este paso no se
evaluara la constante asociada al modo dependiente de 9. La constante C] se agrega a la solucion
cosmolobgica al concluir la normalizacién y posteriormente se obtiene su valor por medio de una
ecuacion de estado, la que permite fijar las amplitudes relativas de los campos @4 y $_ a nivel
cosmologico.

Evaluando el conmutador y teniendo en cuenta las expresiones asintéticas de la solucion

(7.21)) para los modos temporales en el limite ultravioleta [Hioe_HOt > 1], obtenemos
HOHTNT) — (T T} =,

con

Té"‘) (t) ~ \/%e—sgot {C3€i[HLOe—H0t,(y+1)%] 1 C4e,i[HLO€—HOt7(y+1)%}} ,
T

A partir de aqui el procedimiento a seguir es estandar. Se toma la condicién en el limite ultra-
violeta y al mismo tiempo C3 = 0 obteniendo asi una solucion estable (oscilatoria), compatible
con un estado primordial del campo. La constante Cy = %, / HLO representa una amplitud inicial

para la solucién general que toma la forma

By = b [T —oHgt 4,2 K —Hot
(7.23) TEO) = 5\ e HE (e )

Puesto que estamos interesados en describir el universo en escalas cosmologicas super-Hubble,
requerimos ademas HLOe_ﬁO < 1. Estas soluciones corresponden al limite infrarrojo y son inesta-
bles (crecen exponencialmente). El comportamiento asintotico de la funcion de Hankel en dichas
escalas es

1 T'(v) _ ko _ -
() (t) ~ = 2Hot Hot
(7.24) Ty (t) ~ W Oe <2 Oe > .

Finalmente, el espinor & (al igual que su complejo conjugado) se puede expandir en funcion
de los modos

2”_1I‘(y) s 1 2 () -n
7.25 P, t7?>7 ~ Oy 2\ YT 2 v o(v=2) Hottik - ’
(7.25) +on( V) T 0 e
con solucién asintodtica en 4D
ov—lp _1 —
(7.26) <I)+7H(t77>,H0_1) ~ O} ﬂ Hg 2 oV p(v=2) Hotﬂk-?'



88CAPITULO 7. Energia oscura primordial desde un condensado de espinores en un vacio en 5D

7.3.2. Solucién asintética en 4D a partir de la solucién 5D del campo ¢

Ahora estamos en condiciones de obtener la solucion de la ecuacion (7.15)), valida en escala
cosmolégica para el campo P_. Para ello tenemos que calcular el término inhomogéneo del
miembro derecho de dicha ecuacién utilizando el regimen asintético de los modos @ .

21 0 -t o =

2 e Y0 - Vo, , ~— -

¢2 7 v—1,,3TY
VTR TS

Si usamos esta dltima expresion en (7.15)) obtenemos una ecuacién diferencial parcial inho-
mogénea para los modos ®_ . del campo ®_

7. /75
Yo '

29 0P 4 00_ 7
2 OP_ -~ - — : —0_ , ~
2T(v) 3Ry ( Y >—[5+W2—3}
~ -~ e % — .
N ¢2+V Yo
i v . (-) T
Multiplicando por <%> y luego escribiendo ®_ (¢, 7, V) =Gy ' (t,)e’ nos queda una
ecuaciéon inhomogénea en derivadas parciales en las variables ¢ y 1,
2~(=) ) 2 52~(-)
K 2 P 4
(7.28) oG G2 +— G + <I€2€ do + 7> K (U’) 0 G2 d}ﬁG
ot do Ot g Yo oY vg oY
2”F<I/) kl-v VT,Ogt < ¥ >—[2+\/y2_ ]
2 _711/ e I .
v i

Esta ecuacion puede ser convertida en una con acoplamiento constante. Para hacer constante el
miembro derecho de ([7.28)) proponemos la siguiente transformacion:

v—3 7(%+ \ ”273)
GO (ty) =g e’ (f{)) KOt 0).
Finalmente debemos resolver
(729) 02K ) oKy (w\?oKY) ) (% V- 3)waK,<;)
' o2 do ot \uo) o2 m oY
n (ﬁQezt/% T 10 _24V> K& ~ _L(V)S
(& Nl ot

La solucién a esta ecuaciéon se puede escribir como la solucién a la ecuacién homogénea méas una
solucién particular. Hallaremos primero su solucion particular utilizando el ansatz KI();T)t(t, Y) =
M+ T(t)X (), donde M es una constante a determinar. Sustituyendo en la ecuacion ([7.29)
obtenemos la siguiente relacion:

2 _ 2t
{gtg+2(’/w2)%€+< _%er 4”) X () + ke o M
0
2 1 v
Lo 41/)M T(){<¢> 32)§+2(§ V2 3)w} L 2T()
% o o @ZJO oY ﬁﬁy—lwo”_i
=0

5De aqui en adelante nos ocupamos de las soluciones asintéticas, es decir, sélo el limite infrarrojo tiene signi-
ficado cosmologico.
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Se desea que el segundo término entre llaves se cancele y, simultaneamente, pedimos que la

. (10—4v) 2"T'(v) . .
constante verifique, M=——=""" A su vez podemos ignorar el término que decae

2
Yo ﬁﬁuflw(‘)’*z
exponencialmente pues estamos interesados en el comportamiento a tiempos grandes. Con esto

en mente debemos resolver dos ecuaciones diferenciales ordinarias

P\ PX (3 -VP-3) axX

(7.30) (1!}0) 507 +2 7 o0 = 0,
0°T, _(v—2)0T, _2t 10 —4v B

(7.31) 5 T2 o o + </€ e Yo + 7 )Tn(t) = 0.

La primera tiene solucion simple por métodos tradicionales

Wb 2Vv?-3
1+<¢0> ]

La segunda puede reducirse a una ecuaciéon de Bessel, entonces la solucién particular tiene parte
temporal

X(y) =

1
2

_ (1/72)t

To(t) = ¢ 0 "M (ihoe ),

v2+4v (P2 —1)+4—102 o . ., . . .
conv = V. (w%o ) Yo Bscribimos a continuacion la solucion particular obtenida en el

limite cosmologico:

o (u—2)t

2T (v) RC HY (khge o)
\/% (10 — 4v) K¥—lopy 2 2

Anticipamos que para los valores tipicos que manejaremos, es el término constante el que
domina la expresiéon. Esto se debe primero a que la dependencia en % desaparece del segundo
término luego de hacer la foliaciéon constante, y luego, las variaciones en la amplitud temporal son
muy pequenas en magnitud. Sobre esta cuestién volveremos a hablar luego de hallar la solucion
homogénea.

(7.32) Ky (t,0) =

W 2V12-3
1+<¢0> ]

De manera similar a lo hecho con los modos @ ., obtenemos tres ecuaciones diferenciales
ordinarias para la parte homogenea de la ecuacion - La dependencia espacial de ®_ , tiene

solucion trivial, R(?) = ejt”C 7 Para obtener la dependencia en las variables ¢ y 1) debemos
resolver la parte homogénea de la ecuacion .

Expresando K ,(l m)n J(t) = T,g_)(t) A(*)(w), y aplicando separacion de variables a la misma

obtenemos

1) (w201 o,
K K Yo _ (_) _
(7.33) T (H ¢ o M2> (=) =0,
20 (L /T 3) A 2 /4y
(7.34) 861;2 1002 w” 3) agw n <1i’/}0> <4Vw210 _ M22> AG) — .
0

La solucién a la ecuacion ((7.34)) es

A ) = A < W >—3+ V2 AT+ MR P < " >_§‘\/W
= 1 —_— + 2 ‘

¢0 wo
Nuevamente, para obtener soluciones localizadas en 1 debemos pedir que A; = 0, con lo cual
m:%+\/yz_47/+7+M22'¢(2) Ym€R+'

(m—2)2—(n—2)2+4,/(n—2)2+3-10

&

param>g+\/3+(\/(n—3)2+3—2)2 conn > 3.

> 0 obtenemos una condicién

Para que la masa cumpla M3 =
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Ahora, la solucion de la ecuacion ([7.33)) para los modos dependientes del tiempo de los modos
d_ . resulta

—Hot)

(735) T’g—)(t) _ e—(V—Q)Hot |:B:),H(1) e—Hot) + B47_[L2)(ie )

Hy

donde p = /(v — 2)2 + MJy2.
Aplicando el vacio de Bunch-Davies podemos normalizar los modos temporales calculando
el conmutador

(7.36) [cb_(t, OHGY), D (t, 7, Hal)} — (T — ),
donde ®_ puede ser expandido

1 o
d_(t,7,Hy') = / Bk [bni’_,ﬁ(t,7,H0_1) +olor (7, Hy Y|,

(27T)3/ 2 Jo
con

S, (t, T HY) = GOt )T,

O (LT HyY) = (GO (L w)e —W’,
y tal que by, bl son los operadores de aniquilacion y de creaaon del campo bosoénico efectivo. Los

operadores b, y bl cumplen con el algebra, [b,.g,bn] = 53( [ "y b, by = [b};,bz,] = 0. La
(-)

condicién que deben satisfacer Gy’ y (G,(i_))* para que la relacion 1’ se preserve es

(7.37) GGy — () 6y =i

Siguiendo el procedimiento se evalta la condicion (7.37)) en el limite ultravioleta [Hioe_Hot > 1]
y al mismo tiempo se toma B3 = 0. Para este caso debemos usar los siguientes limites asint6ticos

(738) G(f)(t H—l) ~ 2H867%t {3362‘[%03—110’5_(1,_5_1)%] +B4€ .[Hoe_HOt_(V‘H)g}}
R0 V 7k

5 . x e ™
(T3NGC)) (¢, Hy ) ~ 228 _ﬂt{Bge_Z[?oe D3] e HOt—(VH)a]}
TK
Se obtiene asi una amplitud By = % H5 para el estado primordial del campo. La constante Ao

correspondiente al modo dependlente de v se evaluard con la ecuacién de estado cosmolégica.
Podemos escribir entonces

4 T = L [T w2 q(2) (5~ Hot

que en el limite infrarrojo tiene la forma asintética

5
—1rrH—3
(7.41) T(’)(t) ~ 2 H, 2F(M)6(M7V+Q)Hgt.
" N
Finalmente, podemos escribir las soluciones K homo Iy G )

_ —3 VAT MEYE

o 1F(“)H“_g,{—ﬂe(ﬂ V+2) Hot < ¢> 5 dv+T+M242

— = 4o

VT Yo

211 (1)
N3

(7.42) KO (t) ~

homo ’

1
(7.43) GO, HyY) ~ B2 g pelh Dot
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Figura 7.1: K (t, Hy') (en trazo grueso) y la parte real de K;‘) (t,Hy') (en trazo fino) en

omo art
funcion del tiempo. Se tomaron ¥y = H, Y'—1y k=0,5H, como parametros de referencia.

Ahora podemos comparar la solucién particular con la homogénea para valores
cosmologicos tipicos. Veremos luego que los valores adoptados, v =2 y p = 1, son de particular
interés para interpretar fisicamente las soluciones.

En la Figura representamos ambas soluciones como funcién del tiempo. En el caso de la
soluciéon particular hemos excluido el valor constante negativo ya que en la dinamica sélo tiene
significado la parte variable en el tiempo. Vemos que la solucion homogénea se dispara exponen-
cialmente mientras que la particular oscila con frecuencia constante para valores crecientes del
tiempo. Este comportamiento se mantiene independientemente de los parametros adoptados en
el grafico.

Ahora podemos escribir el regimen asintético de los modos ®_ ,, aproximando la soluciéon de
la parte homogénea de la ecuacion

3 2
2“71F(,U,> M—l PN w —(m+§+vu -3)
7.44 D (t, P ) ~ Ay = FETE i g(uml) Hotti k7 (
(7.44) (T ) N 0 Yo

que, sobre una hipersuperficie 4D con ¢ = g = Hjy ! adopta la forma

-1
(7.45) <I>_,n(t,ﬁH0‘1) ~ A Qu\ﬁ(“) Hé‘*% o e(u—l)HotJri?.?.
™

7.4. Ecuaciones de Einstein en 4D

La densidad Lagrangiana efectiva en 4D que proviene de la ecuacion (7.17) se puede expresar
en términos de los campos P4 (z#,1)p), que operan como dos bosones masivos minimamente
acoplados

(7.46) Lepp=—=[Vu®y VIO, +V, & VIO | +V (By, 0 ).

1
4

7Luego se incluira la constante A2 asociada al modo en 1.
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Para poder calcular V(®,,®_) debemos obtener las derivadas covariantes

9%,

(7.47) Vibe = S0 = (/)8 (1),
(7.48) Vb = TS (1) = —(mfv) e (1),
(7.49) Vid, = a;;;( 1 ) — —(n/v) <I>+< i >

(7.50) Vb — a;;}( X ) — _(m/) ( . >

Con ellas se obtiene el potencial efectivo en 4D

1. — _
(7.51) V(04,0 ) = — = [Va®y VIO, +V, O VO]
4 Y=1/Ho
H2
= 70 (n?(| @[> + m?(| @)

)

Y=1/Ho

el cual viene inducido por la foliacion estatica sobre la quinta coordenada ¢ = ¢y = H L Este
potencial efectivo en 4D es el responsable de proveernos la dindamica de los campos @ (z#, 1)
en la hipersuperficie efectiva 4D sobre la que es vélida la ecuacion de estado w = P/p = —1.

La densidad de energia y la presiéon relacionados con estos campos se obtienen de la parte
diagonal del tensor energia-impulso escrito de modo mixto

1
(7.52) p = <E|*(||V0‘1>+”2+HV0‘1LH2)

—2Ht
i (Yo, Vo, + Vo . To )rv@, o)+ F%|E>’ ,
Y=1/Ho

(7.53) P = (EI*(||V0<I>+H2+HV0<I>—H2)

—2Hot

(?cm Vo, + Vo Vo ) - V(@) +Fij<5ji!E>’ ,

Y=1/Ho

donde (E)|- - = 27r o [ dBk = ﬁff~--d9n2dn = 505 [ -+ K%drk representa el
valor de espectamon de los estados cuénticos |F) del sistema.

Si bien los campos efectivos estan minimamente acoplados consideraremos que la corriente
(7.4) no lo esté y tiene constantes de acoplamiento, las que seran evaluadas con la ecuacion de



7.4. Ecuaciones de Einstein en 4D 93

estado. Entonces FO0 =Cs/m [H—g + IZ—?}, Fij = As/m {15H0 + 2k4} 5ty

8k? 32k2
(7.54) Vobs = |00+ — |, (!
. o¥+ = 0 417[)0 + 1 3
(7.55) Vb, = ajq>+( 1 )
H. Hot
(7.56) Vb = [81<I>+i 0‘; @} ( } )
H, Hot o
(7.57) Vb = ag@_<1)+z' 0¢ <1>_(,Z>,
1 2 7
Hot
(7.58) Vb = 830 < i ) +¢H0; <I>_< 1_1 )
_ H Hot
(7.59) Vid. = [alcb* ”@i} (11),
_ H Hot
(7.60) Vod. = 0®* (11)-— %@*, (i —i)),
_ Hot
(7.61) Vb = 930% (11)— HO‘; (1 —1).

Las soluciones con valores ;4 = 1y v = 2 corresponden a estados estacionarios, es decir, dg®+ = 0.
En estas condiciones debemos tomar estados fundamentales con valores n = 5/2, m = 7/2 (se
toman valores racionales por simplicidad).

Con estos valores los modos dependientes del tiempo de los campos @, y ®_ tendran masas
Ml2 =0y M2 = Hg respectivamente. Las masas efectivas de los campos, tal cual figuran en

2 2
el potencial ((7.51)) son p? = %nQ = %H& y u3 = %mQ = %Hg. Si consideramos los valores
de expectacion de cierto escalar cuadratico ¥2(7,t) podemos obtener una interesante solucion
asintotica,
) 2 1 cky () .
(7.62) S2(t) = (B |S*(Ft)| E) = )3/ APk S (7, 1) S5 (7, 1),
k*

donde k. > 0 es cierto valor minimo para el nimero de onda (cutoff) que debe ser determinado
y kg (t) = 2Hpeo!, ky (t) = Hpe!o! son los valores maximos del ntimero de onda para ®, y ®_
respectivamente. Los valores de espectacion para la densidad de energia p y la presion P estan
dados por las siguientes expresiones:

173H3e €3HY HBe 173k, H3 101H
7.63 — A2 0~ 0 C 0 Hot_AQ *770 2 0
(7.63) » [ (128773 2473 31673 | © 2 19800 T 130,73

k. H HY 101HY H} H,
+03(_* 0 4 0>_[012< 0+7T06>+Cs 0:|€—Hot

1673 2k,.m3 647m3e 3¢
k. H3 k H,
o Rsllg 2 0| —2Hyt
[Cl o A 3] c

(764) P — [A 15H§e_ 2(2191{05 H§€3)] Hot_ 2 09H? 2%

3 64n3 12873 | 2473 139k 3 2 12873
15k, H] HY 99H*  Hie HE
As (-0 0 C? 0 _ o) _ 4, o | —Hot
s < 643 4k 7T3> * [ P\ 64m3e 3 S8m3e |
|:A2 szO C2k HO:| 72H0t.

29473 Lon3
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+Hot

Si cancelamos los coeficientes que corresponden a los factores con e y luego pedimos que se

cumpla p = —P = 3H2 /(87 @), obtenemos

(7.65) C? = 6k.m? (=519 + 16¢%) B 12k 72(657 + 16¢2)
' YT [32HZ(=519 + 16€2) — k2(101 + 64¢2)]  [64HZ(657 + 16€2) — 15k2(—99 + 64¢2)]’
(766) A7 — _BSCIOO0L+64e%)  45CF(-99 +64c”)
’ 27 2(=5194+16€2)  4(657 + 16€2)
_ C7(101 + 64¢€)
(7.67) C3 = ~ e
 CF(—99 + 64€%)
(7.68) Az = E

de tal forma que, usando obtenemos € = —6,68586, —1,03546, 1,03546 y 6,68586. Solo los
dos ultimos son aceptables como cotas superiores pero a partir del mayor de ellos obtenemos un
Unico valor real de k,, como veremos a continuacién. Usando la relaciéon p = —P nos queda una
ecuaciéon con incognita k:

32HG (519 — 16€%) + kZ(101 + 64€®)  64Hg (657 + 16€*) — 15k2(—99 + 64€°)
k. (—519 + 16€2) N 2k, (657 + 16¢2)

(7.69)

Ahora podemos evaluar k, con ¢ = 1,03546 y 6,68586. Para el primer valor de e se obtiene
k. = +i9,73022 x 107 y 0, donde los valores puramente imaginarios no tienen significado y cero
es solucion trivial. Para e = 6,68586 se obtiene ky, = +1,45598 x 10~? y 0, donde descartamos la
solucién trivial y el valor negativo.

Es importante remarcar que en P y p hemos despreciado términos que son muy pequenos
respecto de 3H§/(87rG) y decrecen como e2H0ot. Con los valores obtenidos para € = 6,68586
v ke = 1,45598 Hy = 1,45598 x 107 M, llegamos a los siguientes valores numéricos de las
constantes a evaluar: (C1)? = —2,63042 x 10%2, (A2)? = 5,95601 x 103, C3 = 4,8693 x 107°M_*,
Az = 9,081 x 10°M:4, que corresponden a los siguientes valores de densidad y presion, p =
P =1,19366 x 10~ 1° Ms.

Estos valores estan perfectamente de acuerdo con los que uno esperaria obtener hacia el final
de una expansion inflacionaria dominada por vacio en el universo primordial. Un resultado muy
importante se obtiene del anélisis de los valores maximo y minimo (cutoffs) para los valores
de k. A saber, la energia oscura yace fuera del horizonte causal al comienzo de inflacion, pero
durante la era inflacionaria ingresa a regiones causalmente conectadas. O sea, la energia oscura
esta concentrada en un rango de escalas dadas por la siguiente desigualdad, 2m/(ekd (t)) ~
(m/Hg)e Mot < \ < 27 /k,. Numéricamente

(7.70) OAT —Hot <AS 4,31

Hy Hy

Esto muestra que el bosén escalar efectivo masivo @ podria ser un candidato para explicar la
energia oscura en el universo primordial inflacionario.

En otros modelos se llega a resultados similares, aunque describen finales extremos para
el universo. Los casos de “energia oscura fantasma” corresponden a modelos con un término
cinético negativo en la Lagrangiana y algin término de potencial. Estos modelos proveen de
un mecanismo natural para obtener una ecuaciéon de estado con parametro w apenas menor
que —1. Observaciones recientes sugieren que w estd muy cercano al valor —1 y en un rango
—1,1 <w < —0,9 ((Wood-Vasey et al., 2007)), (Davis et al.l [2007)). Estos modelos tienen varias
propiedades interesantes. Por ejemplo, la densidad de energia aumenta con el factor de escala, y
puede hacerse infinita para tiempo finito, lo que se conoce como “Big rip” (Gran Desgarramiento)
((Scherrer y Sen| 2008)).

La presién negativa de la energia oscura podria ser la causa de la aceleracién del universo
en la actualidad. Asi, aun con viscosidad, el campo fantasma es un estado inestable (como se
esperaria) y w tiende a —1 en el limite de tiempos grandes ((Amirhashchi y Pradhan, 2014)).
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Figura 7.2: Esquema para la longitud de onda \. La circunferencia en linea de trazos representa
el horizonte causal. Las flechas en la circunferencia interna representan aquella parte del campo
que ingresé a la regién causalmente conectada.

En este capitulo hemos explorado la posibilidad de que la expansién del universo durante la
fase inflacionaria primordial pudo ser provocada por un condensado de campos espinoriales. En
esta representacion los campos efectivos @ provienen de un condensado de espinores en estado
de entanglement o entrelazamiento cudntico. Los campos @ se desacoplan al final de inflacion.
Cabe remarcar que en todo el analisis despreciamos el rol del campo inflaton, el cual esté (durante
una expansion de de-Sitter) congelado en amplitud y aproximadamente se mantiene invariante
de escala; aunque decae en otros campos al final de inflacion.

La cuestion es como se puede explicar la existencia de energia oscura una vez que la densidad
de energia del campo inflatén tiende a cero. Nuestra propuesta consiste en probar que la energia
oscura podria ser fisicamente explicada a través del entanglement de campos espinoriales que se
comportan como campos bosoénicos efectivos de espin-1 y espin-0 sobre una hipersuperficie 4D
en la cual el universo sufre una expansion dominada por vacio.

La ecuacion de estado del modelo queda determinada por la foliacion estéatica 1) = 1/Hy. Los
calculos realizados muestran que el campo bosénico ¢ es menos masivo que el ®_ y con espin
0. Por lo tanto es asi compatible con las propiedades de un bosén escalar masivo. Dicho campo
podria ser responsable (junto con el inflatén) de la expansion del universo y ademés un buen
candidato para explicar la existencia de energia oscura |Otros campos tales como el curvaton
(Mazumdar y Rocher, [2011)) se han propuesto para explicar dicho fen6meno.

Por otra parte el campo ®_, de espin 1, se comporta como un bosoén vectorial masivo (con
masa efectiva po = %Ho). Un hecho interesante es que la densidad de energia oscura se encuentra
ingresando en el horizonte causal de nuestro universo, acompanando la evolucién de la expansiéon
inflacionaria, lo que representamos esquematicamente en la Figura [7.2]






Parte IV

Conclusiones (GGenerales

Como parte del programa de investigacion propuesto en el plan de tesis doctoral se estudio
el algebra de espinores en un espacio-tiempo curvo en 4D /5D cubriendo diferentes topicos de
interés. En el contexto de las teorias de materia inducida se exploraron diferentes opciones:
estudio de objetos compactos y desarrollo de modelos cosmolégicos que alcanzaron en gran parte
los objetivos fijados inicialmente. Si bien quedan muchas cosas por hacer también se desarrollaron
temas colaterales a los propuestos originalmente, que condujeron a resultados interesantes tanto
en el marco cosmologico como en el de la fisica de particulas. Todos los objetivos alcanzados
se plasmaron en varias publicaciones con referato en revistas de nivel internacional, y uno de
nuestros mayores orgullos, una mencién de honor otorgada por la Gravity Research Foundation
(ano 2013), por nuestro modelo de condensado de espinores para explicar el origen de la energia
oscura.

Modos cuasi-normales en una métrica de Schwarzschild. El trabajo exploratorio del Ca-
pitulo 4 nos sirvio para poner en practica lo aprendido en los capitulos preparatorios (Ca-
pitulos 1, 2 y 3), y adicionalmente obtener algin resultado de interés fisico sobre los modos
cuasi-normales en una métrica de Schwarzschild en 4D (el problema de los neutrinos en un
agujero negro). Al resolver la ecuaciéon de Dirac en coordenadas esféricas, se obtienen dos
ecuaciones radiales tipo Schrédinger sujetas a potenciales conocidos como supersimétricos.
Este primer resultado simplifica las soluciones ya que, al tener ambas ecuaciones el mismo
espectro de modos cuasi-normales, s6lo debemos encontrar solucién a una de ellas. E1 mé-
todo seguido para resolverla fue el de expresar el superpotencial en términos de la funcion
de Lambert y luego aproximar dicho potencial en la regién de interés, el horizonte del
agujero negro. Las ecuaciones resultantes son generalizaciones del problema de los niveles
vibracionales de las moléculas diatéomicas. En este caso, la solucién a la cuantizacién de los
modos fue resuelta por Morse, y asi planteamos la solucién a nuestro problema siguiendo
los mismos pasos. El resultado nos permitié obtener de manera directa las autofunciones y
los autovalores para los modos cuasi-normales, y a partir de estos, la temperatura de Haw-
king del agujero negro. Los estados asintéticos (y sus companieros supersimétricos) tienen
frecuencias imaginarias puras, aunque el estado fundamental aislado tiene un autovalor de
energia nulo, en concordancia con lo que uno esperaria de las Hamiltonianas supersimétri-
cas. Asi, todos los modos asintéticos, con excepciéon del modo estable nulo, corresponden
a estados que decaen.

Neutrinos masivos desde un vacio en 5D. El Capitulo 5 es la primera aplicacién directa
de los campos de prueba fermionicos (de espin 1/2) en un contexto de materia inducida. Se
explora el problema de los modos cuasi-normales para particulas tipo neutrino con masa en
una métrica de Schwarzschild-de Sitter en 4D, a partir de campos de prueba sin masa en
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una métrica en 5D. Sobre esta tultima definimos un vacio, y asi los espinores se consideran
como campos fermidnicos de prueba sin masa y no interactuantes minimamente acoplados
con la gravedad. Fisicamente, la métrica de fondo empleada describe una extension en 5D
de un espacio-tiempo Schwarzschild-de Sitter usual en 4D. La geometria del embebimiento
condiciona la solucién de forma que los modos no se propagan en la coordenada extra,
indicando algun tipo de confinamiento sobre la hipersuperficie 4D. Otro resultado notable
es el hecho que las soluciones no divergentes de la ecuacién para la coordenada extra tienen
como consecuencia una discretizacion de los valores de la masa inducida.

Cosmologia de neutrinos masivos en un formalismo de materia inducida. En el Ca-

pitulo 6 se tomo la particula de prueba sin masa en un vacio en 5D y se la llevd al
limite de una métrica cosmologica (de Sitter) en 4D. De esta manera recuperamos la masa
de los neutrinos (de la misma forma que lo hecho en el Capitulo 5). Aqui, la métrica de
fondo empleada es la de Ponce de Ledn, que es una generalizacién del espacio-tiempo de
de-Sitter usual en 4D. Del anélisis de las soluciones al problema de modos cuasi-normales se
obtuvo discretizacion en la masa inducida, y adicionalmente la geometria del embebimiento
impuso una cota a los valores positivos de dichas masas. S6lo pueden darse tres valores,
de los cuales dos son no nulos. Las soluciones para la ecuacién de la coordenada extra
manifiestan algtin tipo de confinamiento.Los valores de las masas dependen de 1y = 1/Hy,
que es el valor tomado para foliar la coordenada extra. Desde el punto de vista fisico de-
penden de la constante de Hubble durante inflacion, siendo éste un pardmetro en principio
medible.Al extrapolar el valor actual del parametro de Hubble la masa méas grande deberia
tomar un valor 2 x 1072V, Este es un resultado muy fuerte, en concordancia con valores
experimentales obtenidos recientemente. Mas importante atin es que las masas de los neu-
trinos cosmolégicos dependen de la escala de energfa del universo, puesto que dependen del
parametro de Hubble. Sin embargo este resultado debe tomarse con cuidado ya que hemos
despreciado cualquier tipo de interaccion del espinor con otros campos.

Energia oscura en un formalismo de materia inducida. Recordemos que en el Capitulo

1 se plantearon las condiciones bajo las cuales un campo espinorial resulta en un candidato
razonable para describir energia oscura. Un campo espinorial debe tener caracter no-local
manifiesto y debe satisfacer invariancia de Lorentz (al menos a escalas astrofisicas). El
Capitulo 7 presenta un modelo para campos espinoriales sin masa en un vacio en 5D que
derivan en campos fermidénicos masivos en una métrica cosmolédgica en 4D. Del estudio
de la ecuacién de segundo orden para el condensado de espinores resultante, se obtienen
soluciones bosonicas, una de las cuales (la de espin cero), satisface las ecuaciones de estado
para un universo que se expande gobernado por una ecuacién de estado de vacio. Dichas
soluciones son manifiestamente no-locales y asintéticamente invariantes de Lorentz. Se
estudia una interpretacion para la longitud de onda fisica basada en un modelo cosmolégico
tratado en el Capitulo 3. En esta representacion los campos efectivos provienen de un
condensado de espinores en estado de entanglement o entrelazamiento cuantico. Aplicando
una transformacién conforme a las ecuaciones espinoriales se obtienen dos ecuaciones que
describen dos campos escalares (por reduccion del espinor a uno con todas las componentes
idénticas). La primera de ellas, que corresponde al primer campo efectivo, es homogénea
y no acoplada; la segunda, que describe la evoluciéon del segundo campo efectivo, tiene
un término inhomogéneo dependiente del primer campo. Los campos se desacoplan al
final de inflacién, puesto que el termino inhomogéneo decae, resultando en dos ecuaciones
homogéneas desacopladas.Cabe remarcar que en todo el anélisis despreciamos el rol del
campo inflaton, el cual estd (durante una expansion de de-Sitter) congelado en amplitud y
aproximadamente se mantiene invariante de escala; aunque decae en otros campos al final
de inflacion.La cuestiéon es como se puede explicar la existencia de energia oscura una vez
que la densidad de energia del campo inflatén tiende a cero. Nuestra propuesta consiste



99

en probar que la energia oscura podria ser fisicamente explicada a través del entanglement
de campos espinoriales que se comportan como campos bosonicos efectivos de espin-1 y
espin-0 sobre una hipersuperficie 4D en la cual el universo sufre una expansiéon dominada
por vacio. La ecuacién de estado del modelo queda determinada por la foliacién estatica
1 = 1/Hy. Los célculos realizados muestran que el campo bosénico @, tiene una masa
efectiva 1y = 5/4Hp) y por lo tanto es menos masivo que el ®_, y con espin 0. Dicho
campo podria ser responsable (junto con el inflaton) de la expansion del universo y ademas
un buen candidato para explicar la existencia de energia oscura. Un hecho interesante
es que la densidad de energia oscura se encuentra ingresando en el horizonte causal de
nuestro universo, acompaifiando la evoluciéon de la expansion inflacionaria. Se sabe que la
dinédmica del espacio-tiempo genera entrelazamiento (entanglement) entre ciertos modos de
campos cuanticos (Ball et al., 2006)). A su vez, el entrelazamiento codifica la informacion
relativa a la estructura del espacio-tiempo subyacente, lo que deja entrever la perspectiva
de aplicaciones a la cosmologia. Es importante destacar que los casos de campos masivo y
no masivo son cualitativamente bastante distintos entre si. Lo notable es que la informacién
sobre el espacio-tiempo subyacente puede ser recuperada atn en el caso del entrelazamiento
de campos muy poco masivos.

Por otra parte el campo ®_ tiene espin 1 y se comporta como un bosén vectorial masivo
con masa efectiva pus = 7/4Hy, por lo que es compatible con las propiedades de un boson
vectorial masivo.
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Apéndice A
Tensor energia-impulso

Para el calculo del tensor energia-impulso debemos variar, respecto de la métrica g,,, la
densidad Lagrangiana Ly (W, \i’) + L p. Existen dos contribuciones, la primera proviene del primer
término (supuesto sin auto-interacciones para simplificar los calculos) y la segunda del término
que depende de P

w2 0(V—gLw)
(A.1) Ty :—\/jg S
(A.2) mw = 2 9=gLr)

vV —9g 5g/w '

A su vez el primer término puede provenir de cualquiera de las dos densidades o} ,
aunque nos concentraremos en el cilculo de la primera (la segunda puede obtenerse de manera
similar).

Ahora, a partir de la densidad conocida sin auto-interacciones

- -
(A.3) £V = IYYY = 594V, 4V, 0,

podemos calcular la derivada funcional que nos lleve a la componente del tensor energia-impulso
correspondiente al campo

(A.4) T(l)/w _ 2 5(\/_9/:51/1)):

v B VA’ 6gp,u
2 IV=9) ) _ 2 \/_—g5ﬁ$)

- V=g 5g,uu v vV—9g 5guu B
1)
v (1) 5£\IJ
= —g"Ly —2 .
YT g

Aqui hemos usado el resultado

) D T

A su vez, necesitamos evaluar la derivada funcional de la densidad correspondiente

stV - P -5
(A.6) v 32Ty, 79v9\1:+\1wPE OV 4
0w 0w OGuv
: 5+° : 5
0, D vw s 5T, 0 NV,
0Gw O

Como se ve en esta tltima expresion, se necesita conocer la variacion (o la derivada funcional)
de algunos de los términos de la accién. Esto se llevara a cabo en las siguientes secciones.
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A.1. Calculo de +?

Sabemos que 7* = efv%, por lo tanto
(A.7) P = deb v*

Dado que la delta de Kronecker es isomorfa frente a cambios de coordenadas (si las coordenadas
son ortogonales), su variacion respecto de g,, es nula, entonces la variacion de la expresion
heb = 6% da el siguiente resultado:

eae, =
(A.8) del = —ebe oel.
Aplicando esta tultima en (A.7)) obtenemos

(A.9) oyl = —ebe 5ef 2.

A continuacién calcularemos la variaciéon de g,,, partiendo de la expresion g, = eZegnab,
como sigue

(A.10) dguy = deuq €y, + eZéeya = Ze?u 6€y)q-
Retomamos el calculo de la expresion final para la variacion de ~*
(A.11) 5y = —efel Seh " = —ef deh
= —e® deg v =
—g""eb Segy 7 =
1
= —59"69.07".

2
El término ¢*” 6g,9 7° es simétrico respecto a la permutacion de los indices v y 6. Por lo tanto
1
(A.12) oyF = —59(”” 8gu0 7.

Finalmente, podemos expresar

oy 1 (9, 096¢
A.13 — (9P & —
( ) 0Guw 2 59;11/’7
1 0,0l9u]
= L@l o se o)
Y O Oudu Y
1
- _§g(up7V)_

A.2. Calculo de 6V,

La derivada covariante del espinor ¥, se puede escribir como ya se ha visto en la ecuacién
(1.18]) de la siguiente forma
V¥ =0,V -T,U.

Aqui, la conexiéon espinorial es I'), = iwzb fap, con f = %[’y“,fﬁ], de tal forma que podemos
1
e

expresar I'), = —ngb[fya, ). Sabemos ademés que w,ﬂb = e2 (e*?).,,. Por lo tanto
(A.14) &uﬂab = e ("), + el 5(e”)., =
= Sel (€”),u + €l 5[0”") + €l ST, e™] =
= Oel (€)iu+ €l 0ube”® + el 5TV, e’ + el TV, be =
= Jdel (e”b)7 (5el’b);u + e, 5I‘”W eP?
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Puesto que sabemos que la conexién de espin wuab depende de e, y consecuentemente de g,
podemos asi calcular &uuab en un “marco inercial local” L.ILF. (por Local Inertial Frame).
Un L.ILF. queda definido por ef, = J;; entonces puede demostrarse que

(A.15) v = Tuv,
(A.16) uct = 0,
(Al?) Guv,p = 0,
(A.18) Fﬁu = 0.

Ahora podemos calcular 6wuab en el caso particular de un L.I.LF. haciendo uso de la lista de
propiedades (A.15] [A.16] [A.17] [A.18)

1
5wuab Lir e 9u0e”’ + §ez€pbgye (09011,0 + 090p.1 = 09up.0)

1
= _evbau(Sefj t §ea9€pb (09611,0 + 090p,1 — 0Gpp,0) -

En la dltima hemos derivado e%e”? = 7 respecto del indice p, y luego variado el resultado
respecto de g,,, para obtener e;, auée”b = —e”bﬁuée,‘f. Usando (A.10) podemos demostrar que

dw, = _eybaﬂ [53565} + %eaeepb‘sg@u,f’ + %ea%pb (696p, — 0Gup,0) =
= —e”bf)u [e”“egdéeﬁ] + %eaeepbau [epdéeg + 69d56g} + % [eapeeb — et 0Gup,0 =
= %eaf’epbau {epdéeg} — %e“ee”bau [69d56g:| + e[apeeb}ég“p,g =
= e[aaep’ﬂau {epdéeg} + e[“peab]égupﬂ =

= —e[agepb](?u [eedéeg] + e[“peab]égup,g.
Sabiendo asi, que fq = el®ertl = ¢ — — #r9 podemos escribir

(A.19) fab 6w,

=1, [egdaeg} + FP0 50,00
Podemos promover ahora las derivadas parciales a derivadas covariantes, queddndonos
(A.20) Jand,® = £ V0 [€aude] + 17 Vodgu

Teniendo en cuenta la relacion simétrica (A.10) y dado que el primer término del miembro derecho
de 1} depende solamente de la expresion antisimétrica 6[9d5€z} y no de dg,,, podemos eliminar
dicho término y escribir

(A.21) Fandw, ™ = £ Vodgpp-

Con todo lo visto resulta finalmente

5V,

A.22 sl
(A.22) S3e,

)
U= —prGVQ 550

Analogamente puede calcularse

Y,

09ep

- i 5
(A.23) pove nyfpf’% 55,
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A.3. Derivada funcional gﬁ—q’

nv

(1)

Ahora podemos escribir la derivada funcional de £y’ en base a las relaciones ya obtenidas
(A.13), (A.22) y (A.23)

5L _ SyP . 5V
(A.24) L A N 7L A AR L v T
59#11 69;11/ 59;”/
) 5/ , 5V
VAR VR T VSRR T
5gw/ 5g/w
1 - ) =)
= —§g(’“’fy”)\ll%p VOV + ivpf”eql%géﬁ 75V5ﬁ1 —
1

—*‘f”yp%pg(“%/”)Ve\I’ _ %\fjvp%p,yefuévg(ggqj _

DN

S 1-¢
- —f‘ﬁwu)wf A L B
T = 4
4 [BnE v e — B o]
Con este resultado podemos escribir el tensor energia-impulso

- 4
(A.25) TYM = v L) + BTV T + BV T 4 v, T8,

v la corriente asociada

S _
(A.26) T = =5 [FF A0 0w 1 B oY)
donde se han utilizado relaciones para las matrices v del compendio (hep-ph/9507456 31 Jul
1995) y resultados de (cita). No calcularemos aqui la contribucion Th”, pero notaremos que en
ciertos espacios y dadas ciertas simetrias en la solucion, el término P se anula para pequenos
cambios, dg,,. Para un célculo explicito de Th” ver (Bohmer et al., 2010).



Apéndice B

Cuantizacion de las frecuencias
cuasl-normales

Trabajaremos con la ecuacion (4.37) para los modos de Dirac no masivos ¢§N). El caso con

kt = (£ + 1) representa ngQ), (con £ =0,1,2,...), mientras que k| = —¢ corresponde a w(i) (con
0=1,2,..). ’

Aunque hay dos elecciones posibles para los potenciales (el segundo término exponencial del
potencial puede tomar los signos + 6 -), la ecuacion de Schrédinger en si proviene de un problema
que puede asimilarse a un potencial de Morse asociado a un Hamiltoniano SUSY. En simbolos

dQQZJ(N'

(B.1) o {405+ 20k eV - 42[ELDPRYM = g
2, (1))

<B2) d (;6)2 + {4 HT‘L v Q(KZT\L)G_U — 4@2 [E'r(1271¢)]2}w£1\¢) = 0.

Asi, tomaremos el camino seguido por Morse (Morse, 1929)) para resolver nuestro problema.
Primero, haremos un cambio de variables

d d d? d d?

B.3 —eV “ _ ¢ 2 &
(B.3) y=e T Ve a Ve Y ap
Las ecuaciones resultantes tomaran la forma

dQQ,Z)(N') 1 dﬂ)(ﬂl) [g(LTU]Z 2(1% )
B.4 L, 2 LN G ™ _
(B.4) e T (O el ,

@y v 6P 2k 27,1
B.5 —4 =0
donde los parametros 4612[E,(f’u)]2 han sido reemplazados por | 7(5’N)]2. Finalmente, una trans-

formacion apropiada de funciones nos aproxima a un problema con ecuaciones diferenciales hi-
pergeométricas. Sea el conjunto de funciones FZ-(N) (y), tal que

(B.6) W (y) = e (2ay)7 FMW(y),

o 8
(B.7) V() = e (2a9)% B ().
Al mismo tiempo definimos la variable z como sigue:

d d d? d?
(B.8) A dy Yz dy2 i
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Poniendo todo junto, llegamos a las expresiones finales, las cuales son casos particulares de las
ecuaciones hipergeométricas confluentes generales (Abramowitz y Stegun, |1965)

T2 + (1+8-2) dz
LAV 2m) taB D) | o~ den)® ) pan
4z 2a 402 1 ’

d2 F2(T~L) d F(N')
1 _ 2
dz? + (1+8-2) dz
ATV 482 2my) —a(B+1) | o —4(kyy)? (1)

! { 4z + 2cv + 4a? 2o =0

Bajo ciertas condiciones (que seran estudiadas luego), esas ecuaciones tienen la forma de una
ecuacion diferencial hipergeométrica confluente

szn[g(z)
Lo TmB%)
dz?

dF,5(z)

(B.9) .

+(1+8-2) +nFyp(z) =0.

La solucion general puede expresarse en términos de funciones de Laguerre generalizadas L(n, 3, z)

I'(—n) Bin(n,pB)2# I'(—n - B) Bin(n+ 8,n) |’

(BIO) Fn,B (Z) = Anﬂ L(Tl, 67 Z) + BnB

donde Bin(n, 5) = n!/[B!(n — B)!].

Cualesquiera sean el resto de los argumentos, si n resulta un entero positivo, la solucién
siempre se podré escribir en la forma de un polinomio. Este tratamiento de las soluciones es
particularmente 1til para la representacion de los estados. El estado fundamental, con n = 0,
usaré el hecho que Fyg = constante en los potenciales atractivos. Hay cuatro casos significativos
de interés, los que estudiaremos por separado.

B.1. Elcasocon ky=/(+1Yy Flm.

El primer caso es

(B.11) 4P+ 82 = 0,
(B.12) _ 2(k1) ";Z(ﬁ +1) —
(B.13) o —4(kp)? = 0.

Un factor con decaimiento exponencial en nos fuerza a definir @« = 2(¢ + 1); entonces
obtenemos = —2(n+1). Finalmente &g’ﬂ = zg = —i(n+1). La eleccion del menos en el signo
de £ se debe a razones energéticas

17
n 2a 2a

(B.14)

La energia debe tener una parte imaginaria negativa para recuperar los modos cuasi-normales
salientes. Téngase en cuenta que n debe ser un entero positivo y debido a que § = —2(n+1) < 0,
se obtiene n =0,1,2,3,....
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B.2. Elcasocon ky=(+1Yy FQ(T).

En este caso

(B.15) 4 [{ff’“r +8> =0,

2(”?) - 0‘(6 + 1) . /
(B.16) 5o = n,
(B.17) a? —4(rkp)? = 0.

Usando argumentos similares, pero con 1j obtenemos o = 2({+ 1), = —2n"y 57(127T) — zg =
—in’. Nuevamente n’ debe ser un entero positivo.

(27T) /
B.18 oL L
( ) n 2a Z2a
Usando el hecho que 8 = —2n/ < 0, obtenemos ahora n’ = 1,2,3,..., de forma que n=n' — 1, y
las energias (B.18) pueden escribirse
(n+1)
(B.19) E&D = gL = —i

donde n =0,1,....

B.3. Elcasoconk =—lYy Fl(“.

Solo los resultados principales son de interés; a = 2¢, 5 = —2m y f,(i’“ = zg = —im, con m
entero positivo. La energia en este caso sera

(L4

B.2 By —Sm T
(B.20) m 2a "9
donde m =1,2,....
B.4. Elcasoconk =—lYy FQ(“
En este tltimo caso o = 20, 8 = —2(m/ + 1) y 57(3’“ = zg = —i(m’ + 1), con m’ entero
positivo. La energia resulta ser
(2’\L) /

; _ +1)
B.21 ORI A L
( ) m 2a ‘ 2a

Un anélisis similar al hecho en (B.1)) y (B.2)), da m’ = m — 1 y finalmente encontramos que los
valores de energia (o frecuencias cuasi-normales) tienen un resultado inico que aqui reetiquetamos
m—n

(B.22) LY — g — ;"

n n %7

donde n=1,2,....
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