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Parte I

Preliminares



1. Introduccion

El modelado por medio de caminantes aleatorios [6] ha servido para estudiar gran cantidad
de fenémenos, entre ellos, el movimiento Browniano, procesos de difusién y deposicién de
particulas, etc.

Un enfoque particularmente rico en resultados sigue siendo el estudio de exponentes y
dimensiones sobre estos modelos [4], [3]; y es en ese sentido que se introdujo un modelo de
caminante aleatorio con paso variable [1], que representa el objeto de nuestro estudio.

El propdésito de este trabajo es analizar detalladamente las caracteristicas de la distribucién
espacial de puntos de llegada del caminante después de realizar N pasos. Principalmente se
estudiard el caso en que N tiende a infinito.

Se mostrara que, para ciertos valores del pardmetro s (factor de paso) del modelo, y para
ciertos subconjuntos de puntos de llegada, se obtendrd una distribucién inhomogenea sobre
un soporte fractal.

Como es usual para caminatas al azar, las trayectorias de N pasos contienen combinaciones
de pasos a la derecha y a la izquierda dados con igual probabilidad. En el presente trabajo
se estudia el subconjunto de trayectorias de N pasos que corresponden a una determinada
razén f entre el nimero de pasos dados por el caminante hacia la derecha R, y el nimero
total de pasos N, (f = R/N).

Se verd también que la restriccién del modelo con el pardmetro f tendrd consecuencias
en el escaleo del conjunto de puntos de llegada.

Otra propiedad es que se mantiene el diagrama de fases del modelo sin restriccién de
pasos, donde las distintas fases se refieren a las diferentes caracteristicas de la mencionada
distribucién y tales que, como funcién del parametro s, estardn separadas por puntos criticos.

Ademss el conjunto posee una jerarquia de exponentes multifractales [2] que son funcién
de la frecuencia de pasos f.



2. Caminante aleatorio con variaciéon exponencial del
paso

2.1 Definiciéon del modelo original. Propiedades

En una publicacién del ano 2000 [1] se introdujo un caminante aleatorio en una dimensién
con variacion exponencial de la longitud de paso. Las reglas de la caminata se indican a
continuacion:

1. Comienza la caminata en X = 0 con un paso de longitud 1 a la izquierda o a la derecha
con igual probabilidad.

2. En el k-ésimo paso el caminante salta una longitud s a la izquierda o a la derecha
con igual probabilidad. Aqui, el pardmetro s es cualquier mimero real positivo, y sera
llamado factor de paso.

3. En total se dan N pasos.

k—1

El conjunto de todas las posiciones finales posibles después de N pasos con factor de paso
s, se puede representar simbdlicamente como {X; (N, s)} con I = 0,1,2,...,2"Y — 1. Dichos
valores estan dados por

N-1
X[ (N, 8) = ZO'L]CSk (21)
k=0

donde o7 es una matriz cuyas filas son todas las combinaciones de N signos menos o mds
(en realidad oy, = £1 es una variable aleatoria con distribucién uniforme). Este conjunto
tiene cotas inferior y superior que corresponden a los casos en los que todos los signos son
menos o mas respectivamente. Asi,

1— sV 1— sV

< X; <
1—s 1—s

(2.2)

Sis <1 (s>1)el tamano de cada paso disminuye (crece) exponencialmente, mientras
que en el caso s = 1 recuperamos el caminante aleatorio estandar [6]. El primer momento de
la distribucién de posiciones finales se puede obtener facilmente de

1

<X>N = <z_:0']7k8k> = z_: <O']7k> Sk = O

k=0

dado que (orx) = (—1)3 + (+1)3 = 0. Para el segundo momento tenemos la siguiente
relacién de recurrencia

= <(X] (N, s) isN)2> = (X?), + N

que iterada se convierte en
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N-1 N

o= (x?) =Y ol (2.3)

k=0 1—s
Si s < 1 la desviacién estdndar estd acotada y para N suficientemente grande 02 — ﬁ
Para s > 1 la desviacién estdndar diverge como s”. Finalmente para s = 1 y haciendo uso
de la regla de L "Hospital la desviacién estandar crece como VN, resultado esperado para el
caminante aleatorio estdndar.

De esta forma el valor s = 1 se comporta como un punto critico que separa dos
comportamientos distintos. De las expresiones (2.2) y (2.3) se puede ver que por un lado
(s < 1) se tiene un proceso de difusion atenuada dentro de un dominio acotado, mientras
que por el otro (s > 1) existe un proceso de difusion amplificada en una regién no acotada.

Las representaciones espacio-tiempo del proceso, como en la Figura 2.1, son ttiles para
comprender algunas de las caracteristicas del conjunto de posiciones finales. Por ejemplo,
la formacién de huecos o gaps cuando s < % se debe a que las dos ramas formadas luego
del primer paso (a la derecha y a la izquierda del origen de coordenadas) no se superponen,
generando una regioén central no alcanzada por ninguna trayectoria. Si % < s < 1, las dos
ramas se solapan generando regiones de acumulacién de puntos.

Fig. 2.1. Diagrama espacio-tiempo del proceso para s =0.45 y N = 4. El tiempo T es el niimero
de pasos. Se aprecia que los caminos nunca se cruzan, quedando el gap mas grande al centro.
Es evidente la autosimilaridad del diagrama espacio-tiempo y del conjunto de puntos de
llegada, comparando las regiones en linea de trazos con la estructura completa.

Para explicar la formacién de huecos es conveniente introducir la funcién gap central.
Primero, para el caso s > 1, podemos relacionar el conjunto de posiciones finales para N — 1
pasos con el de N pasos. Sabemos que

N-1
X[ (N) = E:O'Lké’]C = X] (N - 1) + SNil
k=0

entonces, podemos escribir
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{Xi (N} ={X; (N-1) =" U {X; (N -1)+ sV} (2.4)

Definimos asf la funcién gap central para s > 1 como la diferencia entre el elemento mas
pequeno del segundo conjunto y el mds grande del primero en el miembro derecho de la
expresion (2.4). En simbolos

Goo (Z12 v} (Lo v Ly (s 2+
1—s 1—s s—1

Estrictamente, si s > 2 el gap es positivo para todo N y se puede verificar facilmente que
es una funcién creciente de N que diverge como sV~1.

Para cada N hay algin valor en el intervalo s € [1,2] que anula la funcién gap. Este valor
es la rafz del polinomio sV~ (s — 2) 4+ 1 = 0, que puede convertirse en

on
- =—5+2
s

El valor de la raiz es la interseccién de las curvas correspondientes a cada miembro de la
ultima igualdad. Aqui conviene ver la Figura 2.2.

Para valores de s menores que la raiz, el gap es negativo y los dos conjuntos en la expresién
(2.4) se superponen.

Andlogamente, si s < 1 la relacién entre el conjunto de posiciones finales para N — 1 pasos
y N pasos resulta de

N—-1 N-2
X] (N) = ZU],kSk =41 -+ SZO’Lksk =41 -+ SX] (N — 1)
k=0 k=0
con lo cual
(X;(N)} = {=1+sX;(N=1D)}U{l+sX;(N—1)} (2.5)

La funcién gap central para s < 1 se define de la misma manera a partir de la expresiéon
(2.5), entonces

. 1_SN71 - 1_8N71 ) %—2+8N_1
== —S— —_ — S— — -_—
I 1—s 1—s I

Sis < l el gap es positivo para todo N aunque ahora resulta una funcién decreciente de
N con hmlte gn — 2 (£2) para N — oo. Existe ademds un valor s € [, 1], rafz de

L 2+ sV =0
s
que anula la funcién gap y que se puede analizar a partir del gréfico de la Figura 2.2. Para
valores de s mayores que la raiz el gap es negativo y los conjuntos en la expresion (2.5) se
superponen.
Otra notable caracteristica del conjunto de puntos es la aparicién de una simetria que
resultard muy ttil para relacionar diferentes regiones en el espacio s. Partimos de

X1 (N, s) N-1-k 0 N\
T GN-1 ZU“‘? ( ) B k,_;lal’kl s
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(b)

Fig. 2.2. Grafico del valor de s (raiz) que anula la funcién gap para el caso, (a) s > 1y para,
(b) s < 1.

donde se aplico el cambio de variable k' = N — 1 — k. Es decir, resulta una relacién entre los

conjuntos
X[ (N, 8) 1
U= e ()

Como consecuencia, la transformacién s — % es equivalente a una transformaciéon de

inversion temporal T — —T' (el tiempo T se representa por el nimero de pasos N). El
proceso resulta invariante bajo las transformaciones combinadas s — % yT — =T . Con
esta simetria, cada cosa que probemos para s < 1, tendrd su equivalente para s > 1.

Mostraremos como ejemplo, que relacién existe entre el gap central para el caso s < 1y
para s > 1. Comenzamos con s > 1 y escribimos

GN(S): 2 SN71_1_5N71 _ 1
siV-1 sN-1 1—5 g s

2.2 Autosimilaridad y dimensién de capacidad

Se denomina autosimilaridad [4], [5], [3] a la propiedad que presentan ciertos conjuntos de
puntos, que consiste en la repeticion de estructuras a diferentes escalas de longitud.

A partir de la ecuacién (2.1) que define el proceso, se demuestra que cada posicién
alcanzada después de n < N pasos se puede considerar el punto de inicio de un nuevo
proceso pero escaleado en s”. En simbolos

n—1 N-1
X[ (N, 8) = Z(T[/JCSIC + ZO’]N,kSk =
k=0 k=n
= X]/ (TL, S) + SnX]N (N —n, S) (26)

Como consecuencia, si N — oo cada patrén del proceso serd repetido infinitas veces
pero escaleado por un factor s cada vez generando asi autosimilaridad en el diagrama
espacio-tiempo y en el conjunto de posiciones finales. En la Figura 2.1 se observan dos
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patrones en linea de trazos. Esta propiedad junto con la simetria nos permite extender el
andlisis realizado sobre el gap central a otros huecos sobre la estructura. Por ejemplo (ver
la Figura 2.3), el gap formado luego de n pasos para s < % se obtiene de la expresién (2.6)
restando el elemento més grande del cluster izquierdo al elemento méas pequeno del cluster

derecho
1_SN—n—1
g ( <n>+s( . ))

_<X00+s"(4+wl;§?§i))—

1 -9 N—-n—1
:2&(8 e ) 2.7)

T

De la misma forma, se puede obtener para s > 2

sN=n=1 (5 — 2) 4+ 1)

Gy = 2s" < Py
La autosimilaridad estricta se destruye en el caso % < § < 2 debido al solapamiento de
los conjuntos en (2.4) y (2.5), es decir, para valores negativos de Gy y gn-
Otra caracteristica del proceso para s > 2 (o para s < % utilizando la simetria s — %)
es que es retrodictivo, es decir que cada posicién final puede ser alcanzada solamente por un
camino. Esta propiedad puede demostrarse utilizando la transformacién

1 1/1—sN
V==X, + =
=9 I+2<1—s)

y la unicidad del desarrollo de un niimero real en una base s.

Cuando 1 < s < 2 ya no hay mas huecos en la distribucién y puede probarse que cada
punto = € _1T157 l—is} puede ser alcanzado al menos por un camino. Ademads, bajo ciertas
condiciones existe un niimero infinito de caminos que llegan a la misma posicién final. Todo
esto hace que el proceso ya no sea mas retrodictivo.

Para el caso retrodictivo, es decir s < % 0 s > 2, se presenta otra importante propiedad
de los conjuntos de posiciones finales con N — oo; todos ellos son fractales [4], [5], [3]. El
caso s = % se corresponde exactamente con el Conjunto de Cantor.

Siguiendo los pasos de [3]; para encontrar la dimensién Dp con s < % emplearemos el
método box counting. En este caso se mantiene el tamano de la estructura de puntos fijo, o
sea que tenemos un total de 2V puntos, con N > 1 (fijo). La estructura corresponde asf a
N pasos.

Observando el ejemplo para N = 3 pasos de la Figura 2.4 podemos cubrir cada punto de
la estructura con cajas de tamafio /3 = 2s%, que corresponde a la minima separacién entre
puntos. Tendremos en total M3 = 23 cajas de este tipo, cada una con un punto en su interior.
Luego cubrimos pares de puntos consecutivos con cajas de tamano {5 = 2s, que corresponde
a la separacién de puntos de la caminata con un paso menos. Serdn M, = 22 cajas con
dos puntos en su interior. Para el caso de cajas con cuatro puntos se toma finalmente la
separacién entre los dos puntos para una caminata de un paso, es decir /; = 2. En este

iltimo caso son M; = 2 cajas con cuatro puntos dentro.
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>n pasos

N pasos
1 paso
N-n-1
pasos /
gl‘l
N
s <0,5

Fig. 2.3. Diagrama espacio-tiempo que muestra la formacién de un gap a una escala
intermedia, luego de » pasos. El gap se sitia entre dos estructuras (clusters) de puntos.

Si se repite este proceso para la estructura general con N pasos, cubrimos los puntos del
conjunto con cajas de igual tamano ¢, = 25" contando el nimero de cajas resultante, es
decir M,, = 2". Es importante observar que cada caja contendra entonces 2~" puntos. Lo
mismo puede hacerse para n+ 1. Es evidente la relacién entre escalas y cantidades de puntos

En—‘rl = Sgn
Mn+1 = 2M,

La dimensién surge de la relacion de escaleo

M (0) ~ ¢P5
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I " I I " I I " I I " I cajas con 1 punto
257 287 2s% 257 2s° 25° 257 257

l | | l | | cajas con 2 puntos

2s 2s 2s 2s

| Il | cajas con 4 puntos

Fig. 2.4. Sistema de conteo para calcular la dimensién de este conjunto. El gréfico reproduce
una caminata de N =3 pasos para s < 3.

a través de una simple operacion aritmética. la cual es consistente con la definicién dada en
[3]. Se puede despejar facilmente la dimensién buscada de esta tiltima expresién obteniéndose

In M (¢,) . InM, In2
Dp=lim ———~ = — ==
B fnl§0 In - n1—I>r11V Int, Ins

para todo valor 1 <n < N talque N > 1y s< %
Utilizando la simetria s — % se puede obtener finalmente para s > 2 el valor Dp = 12,

Ins

2.3 Resumen

Podemos representar todo lo expuesto hasta aqui en el diagrama de fases de la Figura 2.5
que muestra la dependencia del proceso con el factor de paso. Asi, el valor s = 1 divide los
conjuntos en dos regiones que difieren en su régimen de difusién, segin lo expuesto en las
expresiones (2.2) y (2.3).

Por otra parte, los valores s = % y s = 2 separan tres regiones que difieren en su topologfa;
una region central continua y otras dos fractales.



fractal : : fractal
retrodictivo continuo continuo retrodictivo
A A Al N
4 hY4 N\ Y4
| i L g =
0,0 0,5 1,0 2,0

difusién atenuada
dominio acotado

difusiéon amplificada
dominio no acotado

® punto critico
= punto critico morfolégico

Fig. 2.5. Dependencia del proceso con el factor de paso s.

>



Parte 11

El modelo restringido



3. Caminante aleatorio con restriccién de pasos

3.1 Definiciéon del modelo con restriccién. Propiedades

Como continuacién del modelo de caminante aleatorio introducido en la seccién anterior [1],
presentaremos ahora una variante del mismo. Veremos como cierta restriccién impuesta a su
dindmica afecta las propiedades del conjunto de todas las posiciones finales, y calcularemos
su dependencia con la escala. Se agrega una restriccién al conjunto total de trayectorias,
limitdndolo a un subconjunto de N pasos correspondiente a una cierta razén f entre el
nimero de pasos dados por el caminante hacia la derecha R, y el nimero total de pasos
N, de tal forma que f = %. Asi, f serd constante sin importar el mimero N de pasos y lo
llamaremos frecuencia de pasos.

En nuestro modelo los puntos del conjunto de todas las posiciones finales se pueden
obtener a partir del conjunto de posiciones finales del caso sin restriccién, tomando de este
iltimo los puntos que correspondan a una frecuencia dada y excluyendo los demas.

Como en el caso anterior representaremos el conjunto de todas las posiciones finales
posibles como {Xg(N,s)} pero ahora el nimero de posiciones finales se reduce a las
permutaciones con repeticiéon de N objetos con R repetidos (pasos a la derecha) y N — R
repetidos (pasos a la izquierda). Es decir, serén (Z) posiciones finales posibles.

Los valores que toman las posiciones finales estdn dados por,

mientras que la restriccion impuesta sobre los pasos toma la forma de una suma,
N_1 R N-R
-

Zak:+1+1+...+f—1—1—...—1
k=0

—=2R—-N=(2f-1)N (3.2)

Formalmente, la simetria s — %, T — —T deja la ultima expresiéon invariante, por lo
tanto también resulta una simetria para nuestro caso con restriccién. Gracias a ésta, cada
cosa que podamos probar para s < 1 tendrd su equivalente para el caso s > 1.

Introduciremos otra simetria relacionada con el nuevo pardmetro f, que serd de utilidad
para restringir el nimero de casos a analizar. A partir de la siguiente relacién entre nimeros

—@f-DN=20-f)-1]N

y utilizando la expresién (3.2) obtenemos
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de donde o), = —0y con f' =1 — f. Ahora, sustituyendo en (3.1) resulta
N-1
Xr(N,s) = Za;sk = —Xgr(N,s)
k=0

Por lo tanto, el conjunto de posiciones finales para el caso con restriccién permanece
invariante frente a las transformaciones simultdneas f — 1 — f y X — —X. Con esta nueva
simetria cada cosa que podamos probar para [ < % tendra un equivalente para f > % . Con
el uso de estas dos simetrias el espectro de casos a analizar se reduce.

De ahora en adelante estudiaremos sélo los casos con 0 < f < % y0<s< % . El caso
f= % serd analizado en detalle en el tltimo capitulo.

3.2 Falta de autosimilaridad

Veremos que en nuestro caso del conjunto de posiciones finales con restriccién, la caracteristica
de autosimilaridad se pierde.

Mostraremos con un simple ejemplo el origen de la falta de autosimilaridad en nuestro
caso particular. En la Figura 3.1 se puede observar la relacién entre los conjuntos de llegada
para N’ = 4 pasos y N = 2 pasos, ambos con [ = %

e En el diagrama algunos caminos con N' =4y f = % son generados por caminos con N = 2
y [ = 1 (ilustrados en linea continua).

e No todos los caminos con N = 2y f = % generan caminos con N' =4y f = % Por
ejemplo, se generan caminos con N' =4y f = % (Este caso no se ilustra ya que no es
esencial para la destruccién de la autosimilaridad).

e No todos los caminos con N' =4y f = % son generados por caminos con N =2y f = %
(ilustrados en linea de trazos). Por ejemplo, son generados por caminos con N =2y f = 0.

1

e Una importante conclusién es que todos los caminos con N’ = 4 y f = 3 son generados

por todos los caminos con N =2y f = % y por algunos otros caminos con N =2y f # %

Resumiendo todo esto y a partir del andlisis de un simple ejemplo se concluye que el
conjunto de puntos con N pasos y frecuencia f no puede obtenerse solo de un tinico conjunto
con la misma frecuencia [ perteneciente a alguna de las generaciones previas.

3.3 Propiedades geométricas. Inhomogeneidad

Abordaremos el andlisis de la estructura de puntos para nuestro modelo restringido de forma
similar a lo hecho para el caso original. Primero desdoblaremos el conjunto de posiciones
finales para N pasos agregando la restriccién y mostrando la relacién entre los subconjuntos
de puntos a diferentes escalas, luego se justificard la aparicién de la inhomogeneidad en la
distribucién de puntos. Sea asi, el conjunto de todas las posiciones finales para N pasos con
frecuencia de pasos f. Podemos desarrollar hasta un nimero de pasos n,

N—-1 n—1 N—n-1
Xr(N,s) = Zaksk = Zaksk + 5" Z o},s"
k=0 k=0 k=0
=X, (n,s)+ s"Xp— (N — 1, s) (3.3)
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s=0,45 X
f=%
o
O’: ') /o \"O N=2
Lo o/ \o T % \T o =4
f=0

Fig. 3.1. Diagrama espacio-tiempo para s < 1 que ilustra la ausencia de autosimilaridad.

De lo visto en la seccién anterior sabemos que la estructura de N pasos y frecuencia f
proviene en realidad de las estructuras de n pasos con diferentes frecuencias f’. Recordemos
ademds que R = fN. Esto quiere decir que aunque el niimero n sea fijo tendremos diferentes
valores para el indice r, tal que satisfacen la relaciéon » = f'n. En lenguaje de la caminata,
la estructura consta de N (fijo) pasos con R (fijo) a la derecha mientras que la estructura
intermedia consta de n (fijo) pasos con r (variable) a la derecha. Esto resultara 1til para
explicar la formacién de clusters a escalas intermedias como se puede ver en el diagrama
espacio-tiempo de la Figura 3.2. M&s adelante veremos la utilidad de variar el indice n, al
que llamaremos indice de escala.

Inspeccionando la relacién (3.3) se observa que existe una correspondencia entre las
funciones posicién y los nimeros de puntos que ellas generan; la misma estd dada por la
siguiente regla:

Se da la siguiente correspondencia entre los conjuntos de posiciones finales y sus respectivas

cantidades de puntos
N
Xe (s = ()

entonces también se debe cumplir, para ambas

X, (n,s) — <:f)

N—n
Xr_r (N —n,
= ns)ﬁ(R—r)

Podemos expresar todo esto diciendo que a una escala fijada por el indice n, se observara
una estructura de N pasos que constard de ) (:f) cajas, cada una de las cuales contendra
(1}\;::}) puntos. Solo faltaria saber cuales valores serian posibles para el pardametro r. Esto se
resuelve simplemente de pedir que los nimeros combinatorios queden bien definidos como

funcién de sus argumentos.
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N

S

® > N pasos
\/ R derecha
Xr (n,s/\ )

S
n pasos
r derecha f

f'
m pasos
r’" derecha
%f_J
puntos del caso
con restriccion
g J
Y .
T / . cajas del caso
n ~ sin restriccion

Fig. 3.2. Diagrama donde se aprecia la formaciéon de un cluster a partir de » pasos en una
estructura de N pasos con restriccion R. El caso dibujado reproduce un cluster con restriccion
r impuesta sobre los n pasos. Como se ve en el dibujo los puntos del caso restringido estdn
contenidos en las cajas del caso sin restriccién. Aqui s < L.

Se satisface ademds una relacién compacta donde figuran todas las frecuencias asociadas
a cada tramo de la caminata. Observando la Figura 3.2 sabemos que

n+m=N (3.4)
r+r" =R (3.5)

donde podemos introducir R = fN, r = f'n y " = f”m. Las posibles frecuencias de pasos
f para n pasos y las frecuencias de pasos f” para los tramos de m pasos quedarian asi
relacionadas con la frecuencia f de toda la estructura. Combinando estas 1ltimas obtenemos
finalmente

n ., n
N + (1 — —) [ 3.6
o f )= (3.6)
Toda la informacién necesaria para reproducir las estructuras a diferentes escalas se puede
obtener de la relacién (3.6) y de las cotas impuestas por los mimeros combinatorios.

Abordaremos aqui el estudio de las propiedades geométricas del modelo. Para esto
emplearemos profusamente el desarrollo [8], [7]

m—1

1— ™
PP A— (3.7)
k=0

l—=x
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y su limite asintético

o0 1

k _
E e (3.8)
k=0

valido para |z| < 1.

Veamos primero que ocurre con el espacio ocupado por la estructura completa de puntos
para el caso s < % Los casos con f = 0y f = 1 son triviales y no serdn analizados. Sea
LY la distancia entre los puntos extremos para el conjunto completo de puntos finales de la
caminata restringida. Observando la Figura 3.3 podemos calcular

2 +2(SN—SN_R—SR)

— s 1—s

*

N:1

Recordemos que para el caso sin restriccion la expresiéon (2.2) nos da el espacio total
ocupado por la estructura, que en el limite para N > 1 queda

1—sV 2
Ly=2
N <1—s)_)1—s

y nos muestra que las dos estructuras tienen el mismo limite asintético.

Fig. 3.3. Esquema del espacio ocupado por el conjunto de posiciones finales para N pasos en
el caso con restriccién. Aqui s < 1.

La razon de esto la encontramos en que las cantidades indicadas en la misma figura como
a v b, los dos tramos de la caminata por el extremo izquierdo, guardan la siguiente relacién

asintotica para N > 1,
— = —8 _— —_—
a 1—sN-R

Este resultado se repite con los otros dos tramos por el extremo derecho a' y V', lo que
justifica que los extremos de las caminatas para los casos con y sin restriccién coincidan en
el limite de infinita cantidad de pasos.

Podemos ver ademads que la funcién gap central coincide en el limite asintético con el gap
central del caso sin restriccién. A partir de la informacién de la Figura 3.4 podemos calcular
el gap central para s < %
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g =9 1—2s +2(5N_R+1+8R+1—5N)
N 1—s 1—s

Sustituyendo en la tdltima R = fN y tomando N > 1 nos queda

. 5 1-—2s
[N
gn 1—s

que coincide con el limite asintético del caso sin restriccion.

Fig. 3.4. Esquema que representa la formacién del gap central para la estructura restringida
siempre que s < 1.

Podemos ver de la Figura 3.4 que los ultimos dos tramos de la caminata por el extremo
izquierdo y el derecho siguen la misma relacién asintética que en el caso de la estructura
completa de puntos. Por ejemplo, para el extremo izquierdo tenemos

b R 1_8N—R—1
PR (ﬁ —0

Se repite el mismo comportamiento para el extremo derecho, es decir para a’ y V. Este
resultado justifica la equivalencia asintética entre los gaps centrales para ambos casos de la
caminata.

Resumiendo todo esto, podemos decir que en el limite de infinita cantidad de pasos los
soportes para los casos con y sin restriccion coinciden. No podriamos decir lo mismo de la
forma como los puntos se distribuyen sobre el soporte.

Nos detendremos ahora en el estudio de las escalas o tamanos de caja necesarios para
cubrir los puntos de la estructura para nuestro caso restringido. Una consecuencia de las
propiedades geométricas es que los puntos del caso restringido estdn contenidos en las cajas
del caso sin restriccién (ver Figura 3.2) y en el limite de infinitos pasos ambas estructuras
coinciden. Es natural que esto sea asi puesto que se mantiene el mismo comportamiento
asintético de los 1iltimos dos tramos tanto por la izquierda como por la derecha del cluster.

Entonces, tomaremos por simplicidad y sin perdida de generalidad un tamano de caja
(, = 25"t igual al del caso sin restriccion.
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En la Figura 3.5 se esquematiza el caso de N = 4 pasos con frecuencia f = %.En dicho
grafico se puede ver que a una escala donde las cajas tienen tamafio 253, sélo se observa un
punto por caja. Para un tamafio de caja de valor 2s%, nuevamente tenemos un punto por
caja. Pero para un tamano igual a 2s aparecen cajas con 1 y 2 puntos, el primer indicio
de la inhomogeneidad. Finalmente llegamos al caso de las cajas de tamano 2, una con 1
punto y la otra con 3 puntos. Es importante recordar que las cajas dejan espacios vacios o
gaps idénticos a los del caso sin restriccién pero las cajas vacias agregarian mads espacio al
conjunto, dando la falsa impresién de que esos espacios adicionales persisten. En realidad
en el limite de infinita cantidad de pasos no aportan verdadero espacio vacio a los gaps, de
hecho estos espacios adicionales desaparecen en dicho limite asintético.

I oy | ] e ] e [ 5y S|

Fig. 3.5. Ejemplo que reproduce los puntos finales de una caminata de 4 pasos con 3 a

la derecha para s < 1. Las cajas en gris incluyen al menos un punto. Las cajas “vacias”

corresponden a los puntos del caso sin restriccién. Existen cajas de tamano 2s que estan
vacias, que contienen solo 1 punto o bien que contienen hasta 2 puntos.

Abandonaremos aqui el andlisis de la estructura geométrica para retomar la distribucién
de puntos sobre el espacio disponible. Vimos al principio de esta seccién que a una cierta
escala dada por el indice n podremos cubrir los puntos de la estructura para N pasos con

cajas de tamaiio /,, = 2s"~! de tal forma que observaremos M, = > ™ (:) cajas cada una

conteniendo (%:f) puntos. Los valores que toma el indice r se fijan a partir de los argumentos

de los nimeros combinatorios y de la relacién (3.6). Podemos expresar esto de forma més
elegante haciendo el cambio de variable r = f’.n, resultando

V=2 ()

Haremos uso aqui y en lo que sigue del siguiente desarrollo asintético

T=Tmin
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n\ o onA(f)
(fn) V- fn .
conn>1,0<f<lyA(f)=—-g5[fInf+(1-f)In(l— f)] el cual se puede derivar

facilmente a partir de la formula asintética de Stirling [8], [7].

Para comprender mejor ciertos aspectos relativos a la forma irregular con que se distribuyen
los puntos sobre las cajas (en particular para valores muy pequenos del tamano de caja ¢,,)
primero estudiaremos un ejemplo tipico donde éste fenémeno es facilmente reproducible.
Recordemos siempre que analizamos los casos con s < %

El caso f = i presenta todos los ingredientes necesarios para explicar la inhomogeneidad
y un segundo aspecto asociado a la misma, la ruptura de la simetria de escala (esto tltimo se
pospondra hasta el siguiente capitulo). En este caso N debe ser miiltiplo de 4, para que tenga
sentido hablar de pasos; por ejemplo, para N = 4000 pasos deberfan darse en cualquier orden
R = fN = 1000 pasos a la derecha. Esto no cambia en nada el andlisis del régimen asintético
para N >> 1, pero evita inconsistencias como la aparicién de cantidades no enteras de pasos.

Construiremos primero un cuadro que contenga el mimero de cajas y el nimero de puntos
por caja para tres valores distintos de la frecuencia f’. Tomaremos un valor representativo
para el indice de escala n = %N donde podremos observar el problema de la inhomogeneidad.

Conn = %N, R= iN y la relacién (3.6) obtenemos '+ 7 = %, por lo tanto 0 < f/ < %
Haciendo uso de la relacién asintética (3.9) podemos construir entonces el Cuadro 3.1

Nimero de cajas Numero de puntos por caja
N
F=o (D=1 D~ J&F
F=1] (D) ~Vae2t W | (@) ~ ekl
f=1 (g)N Ao% (3) =1

Tabla 3.1. Caso con f = 1/4

Observando los datos del cuadro se puede afirmar que a una escala fija dada por n = s N

1
© 2
(tamario de caja igual a 252 1) coexisten cajas con las siguientes caracteristicas':

. . , N .
e Para f' = 0 solo existe una caja con un nimero de puntos del orden de 2z . Es decir, un

nimero enorme de puntos en el espacio ocupado tan solo por una caja, en este caso de

- N_
tamano 2s2 L.
, 1 N A(l) . N A(l)
e Para f’ = 7 tenemos del orden de 22714/ cajas con 2214/ puntos en cada una.
. N .

e Finalmente, para f' = % hay del orden de 22 cajas con un punto en cada una. Como

vemos, un enorme mimero de cajas con apenas un punto en cada una.

Todo esto se puede comprender mds facilmente observando el esquema simplificado
(Figura 3.6) que describe las situaciones recién expuestas. El esquema es similar al de la
Figura 3.2.

Para el caso més general con 0 < f < % podemos construir un cuadro andlogo al del caso
particular con f = i. Aqui también fijaremos la escala en n = %N y en general tendremos
R= fN, conlocual 0 < f' <2f.

Tomaremos asi tres valores para f’, y representaremos el niimero de cajas y el nimero de
puntos por caja en cada caso.

! En adelante ignoramos el factor \/#Npues no es importante para el escaleo.
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pasos

N pasos
7 pa

Y Y Y

f=25%" =25 =

Fig. 3.6. Esquema que muestra tres casos tipicos de la estructura para N pasos y f = 1/4, a
una escala con n = IN. El primero f' =0, el segundo f' =1 y el dltimo ' = 1. Estos esquemas
son similares al de la Figura 3.2.

Numero de cajas Numero de puntos por caja
r_ Ny I c1 o X A(2f)
f—O ((2))_1 (2f2g)~ﬁ22
- 2 ) N 29T AW 2 ) N 2 9T A
ff=f (f%) \/ﬁ22 (ij%) m?z
— ) FA@f 7Y =
F=2f | y) ~&/272%0 | (B) =1

Tabla 3.2. Caso general con 0 < f < 1/2. Nétese que los valores de las constantes en la tabla son ¢1 = . —
V/r2f(1—2f)

y c2 = é.
Vrf(A=f)

Es evidente ahora que los resultados del Cuadro 3.2 generalizan los del caso anterior
reafirmando la presencia de una inhomogeneidad.

Solo nos resta ver que ocurre si el indice de escala n toma valores pequenos (tamanos de
caja £, muy grandes). Construiremos un cuadro para el caso general con frecuencia 0 < f < %
ya que éste incluye el caso con f = i. Tomaremos n = 2 como valor para el indice de escala,
con lo cual todos los puntos de la estructura para N pasos estardn contenidos en 4 cajas de
tamano ¢, = 2s resultando asf el Cuadro 3.3.

Nuimero de cajas | Nimero de puntos por caja
F=01@=1 () = (o) ~ 752720
/= % (?) =2 (fljv?l) = (fly\f) ~ LNQNA(”
ff=1]G=1 (tn-2) = (i) ~ 52750

Tabla 3.3. Caso general a escalas grandes (n pequefio) con ¢ = ——t—xu.

27 f(1-f)

Podemos concluir diciendo que con tamanos de caja grandes (n pequeno) la estructura
resulta homogénea pero progresa gradualmente hacia la inhomogeneidad a medida que los
tamarfios de caja disminuyen (n crece). En todas estas apreciaciones siempre consideramos
N> 1.
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La Figura 3.7 a) muestra un grafico de barras acompanado de uno de suma de puntos
para el caso con f = i donde se puede ver el efecto de la inhomogeneidad en el conjunto
de posiciones finales. En estos graficos cada punto esta representado por una barra, lo que
resulta mas conveniente para visualizar las posiciones de los puntos. Se puede notar que los
clusters se ven desprovistos de puntos del lado derecho. Dicho fenémeno se presenta de forma
irregular en toda la estructura y en particular se acentiia con tamanos de caja menores.

Finalmente presentamos la Figura 3.7 b) para el caso con f = % Notemos la presencia
de una simetria por reflexién respecto del origen de coordenadas para este caso particular,
producto de las transformaciones f — 1 — f y X — —X, estudiadas en la primera seccién
de este capitulo. Observemos las estructuras de un solo lado, por ejemplo para X > 0.
Los clusters ahora se ven desprovistos de puntos del lado izquierdo o bien del derecho, con
irregularidades que se acentian conforme disminuye el tamano de caja. Ambas figuras se
construyeron tomando s = 0, 45.

3.4 Resumen

Hemos visto que, analizando los diferentes elementos geométricos del soporte (gaps, cajas e
incluso la estructura completa) existe una equivalencia entre el caso con restriccién f y el
caso no restringido en el limite para N > 1.

No ocurre lo mismo con la distribucién de puntos sobre estas estructuras. Mientras que el
caso sin restriccion es completamente homogéneo, es decir que resulta homogéneo a todas las
escalas (para todo /,); el caso restringido es homogéneo con tamafos de caja muy grandes
y progresa gradualmente hacia la inhomogeneidad al disminuir el tamano de caja.
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250 — T T T T T T T T T T T T
225 -
200 -
175 4
150 -
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100 -

Suma de puntos

25 220 puntos

2,0

Suma de puntos
a1
o
o
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P I T I NN NI NI NI R

100 924 puntos

S S e VAN WH VI T —"——"—
-1,5 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 15

X

-2,0 2,0

Fig. 3.7. En ambos casos s = 0,45. Cada punto esta representado por una barra, lo que resulta
mads conveniente para visualizar las posiciones de los mismos.

a) Grafico de barras y suma de puntos que representa el caso con f = 1. La caminata consta
de N =12 pasos con R =3 a la derecha.

b) Grafico de barras y suma de puntos para el caso con f = 1. La caminata ahora tiene N =12
pasos con R =6 a la derecha.
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conteo de cajas

4.1 Consideraciones Generales

Las leyes de potencia juegan un papel central en el estudio de los fractales [3]. Por ejemplo,
para el caso sin restriccién [1] la ley de potencia viene dada por

M, =ct, Ds
y tiene una importante invariancia que se puede expresar a partir de
Mn+1 =cC E;le =cC (Sgn)_DB - S_DBMn (41)

Esta tltima describe la invariancia de escala de M, (la ley de potencia tiene la misma
forma en todas las escalas).
En nuestro caso probaremos que el conjunto con restricciéon no posee invariancia de escala,

es decir que la funcién In M,, versus In (%) ya no serd lineal.

Como ya hemos visto en el capitulo anterior podemos expresar el nimero de cajas de

~ _ max . N—
tamano /,, = 2s""! como M, = ™ (f) cada una conteniendo ( R_f) puntos. Entonces,

T=Tmin
f/
max

escribiremos en adelante M, = > /"%, ( f7n) , con fr, = "oy ff o= TSy CON Ty Y
. min
Tmax que satisfacen (3.6).

4.2 Andlisis basado en dos valores del indice de escala
Podemos mostrar la pérdida de invariancia de escala para el caso con f = %\; observando el
escaleo de la funciéon M, para dos valores tipicos del indice de escala, n = 5 yn= N — 1.
Recordemos que en este caso N debe ser miltiplo de 4, para evitar inconsistencias como la
aparicién de cantidades no enteras de pasos.

De la expresién (3.6) obtenemos para nuestro caso conn =5y f =1, f'+ f" =1
entonces, flin =0 fla = 3. La suma a continuacion es el la mitad del drea de la funcién
binomial resultando asi,

/2 , N 1
> N
M% = E (f’gﬂ) ~ 522 (4.2)
F1=0 2

~1 o
. ~ / _ ! _
Ahora, paran = N —1 = N resultan f;, = 4+ ¥ fuax = 7% POr consiguiente, usando

la Identidad de Pascal [8] y (3.9) con f = i
MY o =B vty
~ =2 4 4.3
(%) 3TN 43)

N-1\ (N-1
= (35) ()
T T

b2
[
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. N
Las escalas correspondientes son ¢, ~ 52 y £, ~ s'.

Analizaremos a continuacién como escalean algunos de los términos de la suma (4.2) y
como se relacionan con nuestro problema. Usaremos datos del Cuadro 3.1 que corresponden
a nuestro caso. También conviene, como guia para lo que sigue, observar los esquemas de la
Figura 3.6 para cada caso.

La Figura 4.1 muestra tres puntos del escaleo comparados con la recta de invariancia, la
que hipotéticamente seguirfa un conjunto trivial con ley de potencia. En esta Figura la recta
de referencia se usa como indicativo de la pérdida de invariancia de escala. Verdaderamente
los puntos (1’) y (2) quedan unidos por una curva suave como se vera méds adelante.

InM,

—

Nin(%)

Fig. 4.1. Esquema que muestra la curva verdadera para f = 1 como una linea quebrada. El

primer tramo sigue la recta del caso sin restriccion, mientras que el segundo se indica como
recta de referencia.

A(f)

11 ‘ L
P S :

[ o/ I

GlfA »

oY

0 A VA 1

Fig. 4.2. La funcién A(f’) evaluada en f = 1. Se ve claramente que A (1) > 1. El punto vacio
representa la pendiente de la recta de referencia.
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Ntmero de cajas Nidmero de puntos por caja
F=0] (=1 (Y 4Y) ~ sVl
N [ A — c — A
GEVANEAS SRl N o) I EAhicd
f=1 (fN):1 () =1

Tabla 4.1. Tres términos de la suma para el caso con 0 < f < 1/2. Las constantes en las expresiones de la tabla son

_ 1 _ 1—f _ 1
A= 2T Vemaen Y B T aepvERr

e Para el término con [’ = 1/2 existen del orden de 2% cajas con un punto en cada una,
mientras que para f’ = 1/4 tenemos 954(%) cajas con 954(%) puntos por caja. Pero como
1>A (i) (ver Figura 4.2) resulta 9% > 2%4(3), Aunque las 2% cajas solo contengan un

N . . .
punto se deben tomar en cuenta al evaluar M, con ¢, ~ s2. Si consideramos las cajas
. . . N
necesarias para cubrir la mayoria de los puntos (a una escala ¢, ~ sz ) la curva pasa por
el punto(1’) como se puede ver en la Figura 4.1. Esto resulta de la suma (4.2).

e Analicemos el nimero total de puntos, que sabemos que son del orden de 2V A1), Del
grafico de la Figura 4.2 vemos que A (i) > %, entonces 2VA(3) > 27 . Si s6lo nos interesara

analizar el nimero total de puntos, entonces podriamos eliminar los 2% puntos asociados
con estas cajas; pero no podemos eliminar las cajas de tamano ¢, ~ 5% que corresponden
a estos puntos sin alterar el escaleo.

e Si en M, (a una escala ¢, ~ 3%) solo consideramos cajas con f' = i obtendriamos
un grafico que pasa por el punto(1l) como se ve en la Figura 4.1. Tendriamos entonces

invariancia de escala puesto que la curva In M,, en funcién de In (%) seguirfa una recta
n

con pendiente igual a —}E—iA (i) En la misma figura se denomina recta de invariancia

la que cumple con esta condicién. Dicho de otra forma, para que sea un fractal regular o
estandar solo tendria que haber 954(%) cajas con 954(%) puntos por caja a una escala
b, ~ 5% .
e El punto(2) del gréfico de la Figura 4.1 corresponde al escaleo de In M,, (con una escala
) oNA(%) puntos cubiertos

¢, ~ s") en la formula para la suma (4.3). Serfan del orden de

con 2V4(%) cajas de longitud ¢, ~ s'.

Como todos los términos de la suma (4.2) que toman valores muy grandes son de la forma
2340 con 0 < f' < 1 /2, el término que domina la misma serd el valor de f’' que maximice
la curva A (f') de la Figura 4.2. Este valor es f' = 1/2.

Veremos a continuacién que para el caso mas general con 0 < f < % todo lo visto se
repite. Tomaremos ahoran = fN, n= N — 1= N y usaremos datos del Cuadro 4.1.

La Figura 4.3 generaliza el resultado obtenido en el caso f = i.

Todo lo visto hasta aqui es suficiente para asegurar que no existe en general invariancia
de escala, en particular a escalas del orden de sV y siempre que 0 < f < %

El tnico caso invariante puede obtenerse evaluando en las formulas del caso general el
limite para f — % Como resultado de esta operacion los puntos marcados como punto(1’) y

punto(1) en la Figura 4.3 colapsan en uno solo y la curva In M, versus In (i) se convierte

en una recta. Obsérvese que, ademads la recta de invariancia se superpone con la del caso sin
restriccion.
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InM
Nln2

NA(f)n2 punto(2)

N2 |
NA(f)n2 |

. ()

Fig. 4.3. Esquema para el caso mas general con 0 < f < . Para el caso con f — 1, A(f) — 1 (ver
Figura 4.2) y resulta que la recta del caso sin restriccion colapsa con la recta de invariancia.

4.3 El limite de escalas pequenas con 0 < f < 1/2

Si bien tenemos una idea mds clara del comportamiento de la funcién de conteo de cajas,

conviene ver si este comportamiento se mantiene para otros valores de los pardmetros. En

particular, con tamanos de caja pequenos podremos evaluar la dimensién de conteo de cajas.
Supongamos en principio que

m = Cte.

m<n
N>n>1

~

lo cual nos serd util luego para evaluar el limite ¢, — 0 (la constante m es un nimero
suficientemente grande). A partir de (3.4) y (3.6) obtenemos

fN—m fN-—m+1 FN
= 4.4
f N—-m' N-m "77N-m (44)
Y 0 1
m
f” = Ty Ty ey T (45)
m o m m

En la Figura 3.2 sélo basta tomar n > 1 manteniendo m = C'te. para evaluar el limite
cuando /,, — 0. Comenzaremos por buscar cotas para las frecuencias f’ de la suma, utilizando
datos del gréifico de la Figura 4.4.

Los valores de cota inferior f| y superior f; cumplirdn con f| < f < fj}, entonces
obtendremos A (f1) < A(f) < A(f}).

La secuencia de valores (4.4) puede expresarse

/_f_% _m]\71 f
f* _ m> 1_ﬂ"“’1_ﬂ
N N N



4. Invariancia de escala. Gréfico de la funcién de conteo de cajas 29

0

x‘x:x‘x;xxxxx f’
0 fYfryr 1

Fig. 4.4. La funcién A (f) puede ser utilizada para hallar cotas de la funcién de conteo de

cajas M,. Las cotas f{ y f5 encierran todos los posibles valores de f’ que barre la suma, y el
valor de frecuencia f de toda la estructura.

y en el limite para N > 1 tienden a un unico valor f. Entonces aproximaremos f{ y f4 como
sigue. Si tomamos f” = 1 obtenemos de (3.6) f' = % J — 2y podemos definir

N m
=y M 4.
I (46)
De la misma forma, para f” = 0 se obtiene de (3.6) f' = % f y definimos
N
fo = Ef (4.7)

Se puede verificar facilmente que ambos cumplen con f] < f < f5. De (4.6) y (4.7) vemos
que para nf; +m = N f se dan m pasos a la derecha, mientras que para nf} = N f no se da
ningin paso a la derecha. Conviene aqui, ver la Figura 4.5 para ambos casos.

0

pasos pasos

derecha — 7 derecha

Fig. 4.5. Representacion gréifica de las cotas para las frecuencias f{ y f5. Siempre que m = Cte.
, mMmIKNYNZn>1.

Veremos a continuacién una forma mds econémica de expresar f] y f; que nos permita
evaluar el limite en forma intuitiva. Comenzamos por escribir
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ﬂ_<1jm)<f_%)
N
;o 1
N

y usamos @ =1+ % pues &7 < 1, entonces nos queda, luego de despreciar terminos de

segundo orden

m

(=f-2a-g) (43)
égf+%f (4.9)

Se ve claramente que ambos tienden a f si N > 1; entonces nos quedaremos con estas
iltimas expresiones.

En el siguiente ejemplo evaluaremos la pendiente de la curva In M,, vs. In é en la region de
convergencia, que corresponderia al valor de la dimensién buscada y apelando a una primera
aproximacién. Esto nos conducird a un valor erréneo de la misma. En la Figura 4.6 se da
una idea esquemadtica de la convergencia.

Recordemos que las condiciones en las que evaluamos el limite son m = Cte. , n > m ,
N Z n > 1y que la pendiente aproximada de la Figura 4.6 corresponde a la linea en trazo
grueso.

Dado que las cotas calculadas para f’ tienden a f podemos efectuar el escaleo de los
términos involucrados usando la aproximacién asintética (3.9), resultando

v ONA(f)
N \/N
onA(f)
M, ~
vn
con las escalas correspondientes
¢ N SN
b, ~s"
Efectuando el cociente y aproximando por la relacién /1 — 5 =1 — %% obtenemos
o~ omA(f) [1 _ D omA(f) (1 - 22
M, N 2N
Usamos la aproximacién In (1 — %%) = —%% en el logaritmo del cociente y finalmente
nos queda
M N 1m
Ay =1 “mA(f)In2 — =—
y=hgm=mad(f)n2- 5%
Axr =mln -

s
Evaluamos la dimension por el cociente de ambas cantidades y obtenemos con N > 1

Ay  In2 1 1

Do = 3 = W oy

(4.10)
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Fig. 4.6. Esquema que muestra los puntos involucrados en el anédlisis de la convergencia de

ne

Mostramos dos gréaficos como ejemplo de todo lo visto; la Figura 4.7 corresponde al
caso con f = i mientras que la Figura 4.8 es para el caso con f = % Ambos son
representaciones exactas del logaritmo de la funcién de conteo de cajas, construidas con

el programa Mathematica 5.2 y evaluando N = 1000 pasos.

InM,
700 |

600 N =1000 .
’r" / f:%t

zona de

400 - convergencia

300 ”~

100 -7

. . . . o
200 400 600 800 1000

Fig. 4.7. La curva de escaleo In M, en funcién de » en trazo grueso. El caso corresponde a f = 1

y se muestra la regién de convergencia, es decir donde » — N y la curva corta la recta de
muariancia.

Hasta aqui el valor en la formula (4.10) pareceria resolver nuestro problema, es decir que
obtendriamos Dp = —ﬁ‘l—iA (f) con 0 < f < 1/2. Notemos aqui que el valor de obtenido
coincide ademds con la pendiente de la recta de invariancia. Sin embargo, este valor fue
obtenido a partir de una primera aproximacién en la cual no se uso el escaleo de M,, a partir
de su término dominante, como se hard en la siguiente aproximacién.

Del gréfico de la Figura 4.7 se puede apreciar que la pendiente en la regién de convergencia

debe ser mas pequena que el valor obtenido.
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InM,
700 r=4

600
500
400
300
200

100

n
200 400 600 800 1000

Fig. 4.8. El caso invariante con f = 1 , donde la recta del caso sin restriccion y la recta de
tnvariancia colapsan.

Con un simple calculo probaremos esto. Volviendo al ejemplo con f = 1/4 y calculando la
pendiente de la recta de referencia a partir de los datos del grafico de la Figura 4.1 obtenemos

Ay  NA(3)In2-Fn2

Ax N—%

>~ 0,43

Dado que la pendiente de la recta de referencia actia como una cota superior para la
pendiente de la curva In M,, a pequenas escalas vemos que nuestro valor queda verdaderamente
muy por debajo del obtenido de la formula A (i) In2 = 0,56 como se ve en la Figura 4.2.
Esto se puede generalizar a otros valores de f.

Evaluaremos a continuacién la pendiente para el caso limite con m = Cte. n > m y
N 2 n > 1. Como todos los términos de la suma M, que toman valores muy grandes son
de la forma 2"4() con f] < f < f}, el término que domina la misma serd el valor de f’ que
maximice la curva A (f’) de la Figura 4.4 Este valor es f' = f}.

Escribimos a continuacién los términos usando datos de la Figura 4.6,

IONA(f)
My ~ N
QnA(fé)
NG

y efectuamos el cociente recordando que n +m =Ny fo = f + % f

MN A _ m
N o gmA(f)-mé [
M, N

En este caso aproximamos la derivada de la funcién A (f') como %;},N) i = f/i 7, donde
r— 2
d=A(f)) — A(f). Finalmente nos queda que

_om o
0= _N1n21n(1—f)

> ] —

Si ademads utilizamos la aproximacién, /1 —
como

5 %% podemos reescribir el cociente
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My gmagy+dsm(cL)) (;_ Lm
M, 2N

Aplicando logaritmos nos queda finalmente

Ayzln?\?v ~m [A(f)%—iln (L)] +1In (1—1E) %—mln(l—f)—lm

n In2 1—f 2N 2N
Si ahora realizamos el logaritmo del cociente de las escalas obtenemos
1
Ar=NIn— —nln- =mln—
s s s

Podemos escribir todo junto para evaluar la dimensiéon Dp como la pendiente (positiva)
buscada en el limite para N > 1

Sy In(1—f) 1 1
Dn— Mn_ o~ - 4.11
B mln% Ins + 2N In s ( )

notando que este resultado no depende de m, es decir que para valores de m méas pequenos
el exponente serfa el mismo.

Podemos llamar 7 (f) = —5In (1 — f) y escribir

In2

Dp=—
B Ins

(f)
valido para 0 < f < 1/2y 0 < s < 1/2.

Usando la simetria f — 1— f resulta D = —}E—iy(l — fiparal/2 < f<1y0<s<1/2.
Todo junto en un mismo grafico se muestra en la Figura 4.9. Notese que si f — 1/2 entonces

Dp = —}ﬁ—i que corresponde a la dimensién del sustrato.

A(f) :—é[ﬂnp(l—f)ln(l -]

Wr)==Ln(i-1) W)=

0.0 0.5 1.0

Fig. 4.9. Comparativa entre la funciéon A(f) y ~(f). La dltima determina una jerarquia de
exponentes multifractales.
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4.4 Discusién sobre la dimensién de conteo de cajas

La dimension fractal Dg que hemos calculado corresponde a la siguiente; nos fijamos en la
ubicacién espacial de las posiciones de llegada del caminante después de N pasos para un
dado valor de f. A esa distribucién de puntos le sacamos una fotograffa. Luego analizamos
la distribucién espacial de puntos a distintas escalas. Para ello cubrimos los puntos de la
fotografia con cajas de distinto tamano. Un ejemplo esquemadtico se muestra en la Figura
4.10. La fotografia después de N pasos contiene a los puntos e y o.

Para el calculo de Dpg, ambos puntos son tenidos en cuenta, tanto a una escala del orden
de s como a una escala s™V/2.

Pero también podriamos haber definido la dimensién del ntimero total de puntos Dp para
un dado valor de f, de la siguiente manera. A una determinada escala s" nos fijamos en
todos los puntos de n pasos correspondientes a dicho valor de f, y los cubrimos con cajas de
tamano s”. De esta manera el nimero de cajas serd M,, ~ 2"4(), Dicho de otra manera, en
el ejemplo ilustrativo de la Figura 4.10, a una escala s™/2, solo nos fijamos en los puntos con
f =1/4. De esta forma se obtiene para un caso general que (ver Figura 4.9) Dp = —22A (f).

En la Figura 4.9 la curva que corresponde a A (f) estaria asociada con el exponente Dp
mientras que 7 (f) se corresponde con Dp.

En la bibliografia, [3],[4] para el estudio de problemas similares al nuestro usualmente se

utiliza la dimensién Dp. Una de las contribuciones del presente trabajo ha sido el calculo de
Dp.

o Le
%

o=

0<s<)

® Correspondea =Y,y f'=}

O Correspondea f =Y,y f'#Y,
>z< Este punto no es considerado

Fig. 4.10. El punto o no es considerado para el célculo de la dimensién D cuando trabajamos
a una escala del orden de s"/2. Para el calculo de Dy, ambos puntos son considerados, ya sea
a una escala sV como a s™/2.
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4.5 Resumen

Podemos describir dos comportamientos distintos para dos escalas bien diferenciadas:

(A) Para el caso con n = % y n = N tenemos escalas entre 5% y sV, cuya separacién es
apreciable. Aqui la distancia entre el punto de la curva In M,, y la recta de invariancia
para n = & es siempre muy grande, aun si N > 1 (ver Figura 4.11).

(B) El caso limite con m = Cte. ;m < ny N 2 n > 1, deja las escalas s" y sV cada vez
mas proximas entre si. En esta instancia la curva In M,, corta a la recta de invariancia,
aunque sus respectivas pendientes difieren apreciablemente, atin para N > 1. Se puede
ver que la dimensién Dpg coincide con la pendiente de la curva In M,, en el iltimo tramo,

es decir Dg = —}E—iv( f) lo que se puede entender mejor observando el esquema de la
Figura 4.11.
InM,
distancia pendiente ‘
grande ‘ In2A(f) ‘
| | n
0 x N
—~—
zona (A)

Fig. 4.11. Esquema que presenta las dos regiones de interes que describen el comportamiento
de la funcién M, (en linea de trazos) comparada con la recta de invariancia (en linea
gruesa). Notese que sobre el eje de abscisas se hizo un reescaleo en el factor n (1).

Por un lado para f = 1/2 el conjunto mantiene la invariancia de escala, y el comportamiento
es idéntico al del conjunto sin restriccion; de hecho, la curva In M,, es igual a la del caso sin
restriccion.

Por otro lado, se puede concluir que si 0 < f < 1/2 la invariancia se destruye. En la
zona (A) la estructura no parece diferir del caso sin restriccién; esto se debe a que todos
los términos de la suma M, que toman valores muy grandes son de la forma 2"4(") con
0 < f < fl..x por lo tanto el término que domina la misma serd el valor de f’ que maximice
la curva A (f’). A escalas del orden de s este valor es siempre f/ = 1 /2 , manteniendose
asi la propiedad de invariancia de escala. Pero en la zona (B) el rango f!,, < f' < fl... deja
de incluir el valor f’ = 1/2, y el término que domina pasa a ser f; . . Sabemos que en esta
region, f/ .. — f, por lo tanto el exponente que domina la suma decrece monétonamente.
Esto explica la curvatura de la funcién In M,, en la zona (B). Ademds la dependencia de la
dimensién Dp con el valor f, se entiende como un conjunto de exponentes multifractales [2].

El uso de las simetrfas nos permite extender estos resultados a otros valores de los
pardmetros s y f.
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Si bien los resimenes de cada capitulo contienen en gran medida muchos de los resultados
del anélisis de las estructuras de puntos; reservamos para esta seccién los resultados maés
importantes. Vale la pena recordar aqui, que gran parte de las conclusiones se pueden
extender al resto de los casos con el uso de las simetrfas de los pardmetros s y f. Por
lo tanto, solo nos concentraremos en los casos con 0 < s <1y 0 < f <1/2.

Hemos probado que el sustrato (o soporte) del conjunto con restriccién no cambia respecto
del conjunto sin restricciéon. Recordando el “diagrama de fases” es fécil concluir de todo esto,
que se mantienen los regimenes de difusién atenuada con dominio acotado y el de difusion
amplificada con dominio no acotado. También se presenta solapamiento de estructuras
cuando se varfa el factor de paso de s < 1/2a s> 1/2.

Las condiciones usuales para que una estructura de puntos pueda calificarse con el término
fractal son [3] [4]:

e Un exponente, proveniente del escaleo de la funcién de conteo de cajas, llamado dimension
boxcounting Dp.

e La propiedad de invariancia de escala del conjunto, es decir que la ley de potencia es la
misma a todas las escalas.

Puede que se cumpla una sola de ellas o bien ambas. Ya hemos visto que en el caso general
con 0 <s<1/2y0< f<1/2el conjunto de posiciones finales no mantiene la invariancia
de escala. Sin embargo podemos calcular el exponente a partir del valor de la pendiente de
la curva In M,,. Utilizando los resultados de la seccién previa, con 0 < f < 1/2 tenemos

In 2
Dp=——=
para el caso con m = Cte. ,m <ny N Zn>> 1. Siendo v (f) = —5 In (1 — f) la funcién

definida en la seccién anterior.

Este caso verifica sélo una de las propiedades, la existencia de dimensién. Por supuesto
el soporte tiene dimension Dg = —}E—i.

El caso con f =1/2y 0 < s < 1/2 es el unico que que cumple con las dos condiciones.
De hecho la dimensién de conteo de cajas de este conjunto Dp = —}E—i coincide con la del
caso sin restriccion.

Se hace un analisis detallado de la distribucién espacial de los puntos de llegada del
caminante aleatorio con paso de longitud variable. Se encuentra una fuerte inhomogeneidad
en dicha distribucién para un dado valor de f. Por ejemplo, para f = 1/4 y a una escala del
orden de s/2, aparecen muchas cajas con un solo punto, y otras con una gran cantidad de
puntos en su interior. A nuestro entender un anélisis tan detallado nunca se habia realizado
con anterioridad en el estudio de problemas similares.

Esta fuerte inhomogeneidad se ve claramente reflejada en el valor de la dimensién fractal

de conteo de cajas Dp. Por ejemplo, el niimero total de cajas necesario para cubrir los puntos
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de llegada para un dado f, esta dominado por la presencia de muchas cajas con pocos puntos
en su interior.

La dimensién de conteo de cajas Dpg, es una de las mds utilizadas por los fisicos para
calcular la dimensién de los objetos fractales. Para objetos autosimilares, se espera que Dg
sea igual a la dimension fractal [5] de Hausdorff-Besikovitch Dp. Los fisicos utilizan Dp
porque es mucho mas simple de calcular que la verdadera dimensién fractal Dy.

En nuestro caso particular, la distribuciéon de puntos de llegada para un dado valor de f
no es autosimilar, entonces la igualdad Dp = Dpy podria dejar de cumplirse. Pero atin en
este caso la dimensién Dp nos caracteriza de alguna forma dicha distribucién de puntos. En
primer lugar, Dp depende del valor particular que tome f. En segundo lugar, para un dado
valor de f, como ya se habfa mencionado, Dg estd dominada por la fuerte inhomogeneidad
espacial de la distribucién de puntos.

Finalmente podemos decir que este conjunto posee una jerarquia de exponentes multifractales
[2], es decir que para cada valor de la frecuencia de pasos f tenemos un valor de exponente
Dg (f). En general la funcién de conteo de cajas no resulta ser invariante de escala, excepto
para el caso f =1/2.
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